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ОТ РЕДАБЦИИ 


Настоящим пятым томом полного собрания сочинений 

Н. И. Лобачевского исчерпываются ето работы по математическим 
наукам. Этот том содержит работы по анализу, к которым примы- 
кают статьи по теории вероятностей, механике и астрономии, Все. 
эти работы поеле опубликования при жиани Лобачевского в повре- 
менных изданиях прошлого века появляются в лечати в первый раз. 
Первые их издания еташи мало доступны, и только теперь совет- 
ские математики получают полную возможность ознакомиться с тру- 
дами надпего великого геометра, лежащими за пределами гео- 
метрии. 
° Беесмертную свою славу Лобачевский заслужил, конечно, созда- 
нием неевклидовой геометрии. Но его труды по другим математи- 
ческим дисдиплинам также представляют большой интерес как сами 
10 себе, так и по тому яркому оевещению, которое они проливают 
на личность Лобачевского, на разнообразие его научных интере- 
сов, на глубину его замыслов *). 

Время, когда Лобачевский писал эти труды, ушло далеко от 
эпохи Эйлера, которого вполне справедливо относят к чиелу оеново- 
положииков математического анализа. Многочисленные и глубокие 
труды Эйлера составили славу нашей Академии в первую четверть 
зева ев существования; они дали первое систематическое изло- 
жение анализа бесконечно малых. Но это построение было еще 
далеко от логического совершенства, вызывало сомнения и справед- 
ливые возражения. Первая половина прошлого века, время, когда 
писал Лобачевский, было проникнуто стремлением довести построе- 
кие анализа до совершенства, устранить веё не только неправильное, 


1) В «Историко-математичоеких поеледованлях» (выпуск П, М.— Л, 1949) 
помещены работы Г. Л. Лунщи, А. П. Юшьевича п И. Г. Баимаковой, Б. В. Гие- 
денко, Н. И. Идельсона, посвященные трудам Лобьчевского по матемалическим 
дисциплинвы, не входящим непосредственно в состав гвометрни. 
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но и неточное, неясное. Большие заслуги в этом отношении при- 
надлежали Гзуссу, Коши, Фурье, Пуаевону, Дирихле, работы 
которых уже были хорошо изнестны Лобачевскому. Живя далеко 
от центров малемалической мыели, Лобачевекий все же ясно 
ощущал важнейшие. вопросы и задачи дня, сосредоточил свои 
мыели на обосновании анализа, на исходных его понятиях, на 
начальных положениях его построения. И то, что было сде- 
лано названными выше корифеями науки, Лобачевского всё же 
не удовлетворяло. Эта тенденция к строгому обоснованию матема- 
тики составляет наиболее характерную черту всего творчества 
Лобачевекого, красной нитью проходит через все сего работы. 
Лобачевский ищет правильной постановки исходных положений, 
начиная с самого понятия о функции. Вэгляд на функцию, как на 
величину, выражаемую рядом действий над значением независимой 
переменной, —эта точка зрения Эйлера, которую многие матема- 
тики еще принимали в эпоху Лобачевского, для него неприемлема; 
он дает определение функции, которое по существу сохранилось 
и до настоящего времени. Он отчетливо понимает значение непре- 
рывноети функции при её исследованци, очень близко подходит 
в понятию равномерной непрерывности; он правильно пользуетея 
предельным переходом и на ием основывает учение © сходимости 
рада вообще, тригонометрического ряда в частности. Он устана- 
зливает теорему © законности почленного интегрирования ряда 
Фурье, в то время как сама необходимость теоретического приме- 
нения подобных операций стала понятной большинству матемали- 
ков лишь много поздиве. Он ясно видит, что учение о рядах, 
0б их сходимости, о точном и асимптотическом их суммировапии 
составляет центральное место анализа; этому он посвяшает главные 
свои работы цо анализу. Не желая повторять здесь соображения, 
изложенные во вводных статьях и в комментариях, нужно все же 
отметить данный Лобачевским своеобразный признак сходимости 
бесконечиого ряда. Нельзя, конечно, сказать, что этот признак 
сохранил свое значение и в настоящее время. Но Лобачевекому он 
сослужил болытую службу: при его стремлении исходить в разви- 
тий свомх идей из возможно более общих положений, Лобачевский 
систематически пользуется этим признаком в большинстве выводов, 
относящихся к теорин рядов. 
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Из упреков, которые Лобачевскому делал М. В. Остроградекий 1), 
<праведлив только один: все работы Лобачевокого читаются с боль- 
шим трудом, требуют исключительного внимания. Именно поэтому 
редакция настоящего издания считала совершенно необходимым 
очень обетоятельно их комментировать. Такое комментирование 
отахей по анализу было поручено В. В. Степанову и Г. Л. Лунцу. 
К несчастью, болезнь и кончина В. В. Степанова не дали ему воз- 
можности выполнить эту задачу до конца. Он оставил только пере- 
вод основного мемуара Лобачевского «О сходимости бесконечных 
рядов» с немецкого оригинала. Но он имел еще возможность обсу- 
дить совместно е Г. Л. Лунцем все творчество Лобачевского в области 
математического анализе. ` 

С выходом в евег настоящего тома три основные работы Лоба- 
чевского по математическому анализу, относящиеся к теории рядов, 
становятся доступпыми шнрокому кругу математиков. 

К этим работам Лобачевского примыкает его сочинение «Зна- 
ч6ние некоторых определенных интегралов», напечатанное в этом 
томе также с комментариями Г. Л. Лунца. Своеобразные методы 
вычисления определенных интегралов составляли одну из тем, 
к которым Лобачевекий систематически возвращался. Они играют 
очень важную роль почти во всех геометрических работах Лоба- 
чевского: в первом же его мемуаре «О началах геометрии» *} и аа- 
тем в сочинениях «Воображасмая геометрия» и «Применение 
зоображаемой геомегрни к некоторым нитегралам» *). Но в этих 
работах Лобачевский приходит к вычислению значений определен- 
ных интегралов от геометрии, в поисках доказательства логической 
правильности созданной им «воображаемой геометрии». К значению 
некоторых определенных интегралов он приходит также в своих 
рассуждениях, относящихся к теории вероятностей *). В назвапиой 
же специальной работе, написанной Лобвчевеким уже к концу его 
экизни, он вычиеляет значения ряда определенных интегралов ана- 
литнческими средствами. Найденные Лобачевским зналения многих 
интегралов некоторое время пользовались большей известностью, 


1) Сы, его отзыв на отр. 265 наст. томе, 
2) Напечалано в 1 томе наст, издания. 
3) Налечьтаны в ТИ томе наот. издания. 
4} Сочвневие «О вероятности средних результитов, полученных яв повторных 
наблюдений», напечатанное в вает. томе. 
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чем другие его работы. Об этом можно судить по обилию этих 
значений, приведенных в известных таблицах интегралов Виерене 
де Хзана '). 

Особняком стоит статья Лобачевского, содержание которой отно- 
сится к области механики «Условные уравнения для движения и по- 
ложение главных осей в твердой системе». Она соетоит из двух 
частей: первая часть посвящена основной теореме Эйлера, а вто- 
рая относится к так называемой геометрии масс. Это —единствен- 
ная работа Лобачевекого, опубликованная не в издамиях Казанского 
унияереитета, & в «Ученых залисках Московского университета». 
Вряд ли можно сомневаться, что в этом отношении сыграл роль 
Н. Д. Брашман, состоявший уже в эту пору профессором Москов- 
ского университета. Специальный характер этой работы потребо- 
вал овобото выяснения, которое нашло себе меето во вводной статье 
и комментарии Н. И. Идельсона; этот комментарий не яосит харак- 
тера текстуальных примечаний, какие сопровождают другие сочи- 
нения Лобачевского в настоящем издании; вместе с вводиой статьей 
он посвящен обетоятельному выяснению содержания и значения 
работы Лобачевского. 

Е области механики относится таке отзыв 0 докторекой дис 
сертации А. Ф. Попова. Приложенная к нему статья А. Д. Дубяго ?} 
содержит не только данные о возникновении этой работы, но и 
иятересные сведения, характеризующие моральный облик Лобачев- 
ского. Чтобы читатели могли уяснить себе отзыв Лобачевского, 
здесь помещено краткое изложение содержания диссертации Попова, 
составленное, как и комментарии к этой работе, Г. Г. Тумашевым- 
Выбор темы и самый разбор диссертации свидетельствуют о глу- 
бине математического образования, о разнообразии научных инте- 
ресов Лобачевского. 

Он не был чужд и теории вероятностей, к области которой относит- 
ея небольшая сталья «Вероятновть вредких результатов, полученных 
из повторных наблюдений», початаемая в иаетоящем томе в пере- 
воде с франпузекого, сделанном А. Н. Хованеким под редвкцией 


1) Ом. слатьк В. Л. Львтева п Г. Л. Дунца «Интегралы Лобачевского, 
в таблипех Биерьис де Хаава» (стр. #13 Ш тома и отр. 256 нвот. тома). 

2) «Историко-библиографические сведения о диссертации Попова и раз- 
боре се Лобачевским», стр. 412 наст. тома. 
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А, Н. Колмогорова *). Эта статья представляет собой развитие рассу- 
ждений, нышедших место в ХП главе сочинения «Новые нвчела гео- 
метрин с полной теорией параллельных» *). Занимаясь численным ре- 
шеинем прямолинейных и сферических треугольников, Лобачевский 
имел и специальную задачу: на основе астрономических наблюдений 
он вычиелял сумму углов треугольника, вершины которого лежат в 
центре Земли, в центре Солнца и в звезде; эти вычисления производи- 
лись на основе многочисленных наблюдений. Требовалось не только 
установить наиболее вероятное значение этой суммы; нужно было су- 
дить о том, наекольно получаемый результат дает основание считать, 
что сумма углов треугольника равна к. Это заставило Лобачевского 
заняться выяенением закона распределения среднего арифметиче- 
ского из результатов отдельных наблюдений. Лобачевский ограни- 
чивается специельным случаем задачи, но для избренного им слу- 
чая он дает ее исчерпывающее решение, позволяющее при любом 
числе наблюдений точно вычислить пределы погрешноети, соот- 
ветствующие любому заданному уровию вероятности. Попутно 
Лобачевский получает интересные формулы теории соединений и 
вычисляет значения некоторых определенных интегралов. 

Эта задача Лобачевского была, таким образом, тесно связана 
в астрономическими наблюдениями. К астрономии, к ее теоретиче- 
вким и практическим задачам Лобвчевский стоял очень близко *). 
Он своеобразно построил аетрономическую обсерваторию Казанского 
университета, он два года читал курс астрономии в отоутетвие 
Н. М. Симонова, он еще в раннем возрасте наблюдал комету 1811 г., 
ав 1832 г. — комету Энке. Неудивительно, что в 1842 г. для наблю- 
дения в Пензе полного солнетного затмения во главе экспедиции 
Казанского университета был поставлен Н. И. Лобачевский (про- 
фесеор астрономия Н. М. Симонов находился в заграничной коман» 
дировке). Отчет об этой экспедиции под заглавием «Полное затме- 
ние солнца в Пензе 26 июня 1826 г. заключает настоящий том. 
Это — сдинетвенная работа Лобачевского, предиазначениая не для 
узких специалистов; отчет написан очень ярко и читается е живым 

1) 06 этой работе см. тышже статьи Б. В. Гнеденко «О работах Н. И. Лобв- 
чевекого по теории вероятностей» и Н. И Икельсона «Лобачевский-астроном» 
{«Историко-математические носледовакня», вый. П). 


2) Напечалано во И томе наст. иадания. 
$) Сы. статью Н, И. Идольсона, указанную в еноске1). 
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интересом. Редакция сочла целесообразным дать к нему несколько б0- 
цее подробную ветупительную статью и более достункые комментарии, 
составленные А. Д. Лубяго. Отчет Лобачевского о солнёчном затме- 
нии будет прочитан широким кругом читателей; он дает яркое 
предоставление о взглядах Лобачевского на физику Солнца, тогда 
еще только зарождавшуюся, о его отношении к теориям света, 
стоявшим тогда в разгаре дискуссии. 

Редакция настоящего издания имеет полное основание считать, 
что с выходом настоящего тома собрания сочинений Н. И. Лоба- 
чевекого научный облик нашего великого геометра будет освещен 
тораздо ярче, чем это было еделано до вих пор. ° 


После выхода в свет ТУ тома редакция полного собрания сочи- 
нений Лобачевского вновь понесла большую потерю — скончался 
В. В. Степанов. Его обязанности взяли на себя А. ЧН. Колмогоров 
и И. Г. Петровский. 
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Н. И. Лобачевоким опубликованы следующие сочинения по теории 
рядов: в 1834 году — «Об иочезании тригонометрических отрок» (лальше 
‘обозначается через {1}), в 1885 г. —«Способ уверятьея в исчезании 
бесконечных строк и приближалься к значению функций от весьма 
больших чисел» (дальше обозначаются через {2}} и в 1841 г. — «Сеъеь 
е Соцуегкепя дег плеп@НМовер ВеШеп» («О сходимости бесконечных 
рядов», дальше обоаначается через {8]); последнее сочинение печа- 
тается в переводе В, В. Степанова. Эти работы тесно связаны между 
-вобой по содержанию. Сочинение {3} представляет собой, в основном, 
резюме двух предыдущих работ. Мы сочли поэтому целесообразным 
дать общий обаор всех работ Лобачевского по теории рядов. 

По своему идейному замыслу сочинения Лобачевского по теории 
рялов ‘примыкают к его «Алгебра» 1). Не подлежит сомнению, что 
отправной точкой в исследованиях Лобачевского по теории рядов яви- 
лась его работа над перестройкой «Алгебры» (которая в первоначаль- 
ном варпанте предназначалась в качестве учебника для гимназий) и 
в особенности широкое нопользование в «Алгебре» бесконечных рядов, 
в частноети, для определения основных трансцендентных функций. 

Интерес Лобачевского к жеории рядов не имеет самодовлеющего 
значения. Цель Лобачевского во всех его сочинениях по теории рядов 
одна и та же-— подвести прочный фундамент под здание малематиче- 
ского анализа, под основные понятия, которыми он оперирует, и тео- 
рия рядов должна, по мнению Лобачевского, сыграть здесь решающую 
роль. 

Некоторое влияние на содержание работ Лобачевского по теория 
рядов оказали также его геометрические работы. Так, например, Лоба- 
чевский в сочинении «Об иечезании тригонометрических строк» ?), 
‚осылается на свои работы по геометрии, пряводя доводы в пользу 
расширекия понятия функциональной зависимости. Кажется также 


+) «Алгебра или вычисление конечных» -- напечатано в ТУ томе наст. издания. 
2) Сы. стр, 44 наст. тома. 
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весьма вероятным, что большое внимание, уделяемое Лобачевоким 
в своих аналитических работах теории гамма-функпии, объясняется, 
в некоторой степени, ролью, которую играет эта функция при вычис- 
лении определенных интегралов, в частности интегралов, вычислен- 
ных Лобеченоким в сочинениях по геометрии. 

Однако в целом сочинения Лобачевского, посвященные теории 
бесконечных рядов, носят вполне независимый от его геометрических 
исследований характер; содержание их связяно с самыми вктуальными 
проблемами математического анализа того времени, м полученные Лоба- 
чевским в этих работах результаты лают полное основание утверждалъ, 
что Лобачевский был не только гениальным геометром, но и выдаю- 
щимея аналистом. 

Переходя к обзору сочинений Лобачевского по теории рядов, мы 
приводим, ввиду того, то наш обзор не исчерцывяет, конечно, всего 
содержания сочинений, а также в связи с тем, что в оригинальном 
тексте сочинений Лобачевского отсутствует какое-либо деление на глазы, 
план каждото из сочинений. 


{1}— «Обисчезании тригономогрических строк» 


1— Ряд Фурье лень ь (р. 81 наот. тома) 
П_ Признвк сходамовти ‚еее. (©. 35) 
ПТ—Рял Фурье (продолжение) ........... (тр. 40) 


Ту — Определение функции, определение лифферонци- 
руемости, доказательство теоремы сушщеотво- 
вания определенного питограла, несобстиен- 
ные иптегралы сень: (61. 42) 
У Ряд Фурье (окончание)... .......... (р. 54) 


— «Способ уверяться в исчезании бесконечных строк 
и приближаться к значеняю фувнций 
от весьма больших чисель 


1— Признак сходимости (е приложениями). .... (стр. 81) 
1 Фуввция гамма (с приложениями) ....... (ор. 97) 
ПТ РЯД Фурье еек» (р 125) 


ТУ — Приложение рялов Фурье и функции гамма к вы- 
зиеленя определенлых интогралов и я сум- 
мированию рядов... (отр. 188) 

У Функция гамма (окончание). о... 5. (р. 154) 


43} —«О сходимости бесконечных рядов» 


1— Призпат сходимости... о... (тр. 183) 
И _— Определение с помощью рядои показательной 

функции, отепенной функции п логарифмв . (стр. 186) 
Ш Разложение функции зшх в босконечиое произ- 

веление и другие звалогичные разложения . (отр. 118} 
1\ — Примеры на применение приавака сходимости. . (отр. 184) 
У— Рид Фурье, еее ее ьье (01 187) 
\1— Функция сзыма и ее приложения... ... (1. 188) 
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тольво что приведенной выдержки. Дело в том, ято термин Лобачев- 
ского «постепенность» равносилен еовроменному «непрерывность». Сле- 
дует, однао, отметить, что строгое определение этого термина вводится 
Побачевским только в сочинении «Способ увёряться..> 1, хокя, вводя 
етот термин, Лобачевский опгибочно сам указывает на то, что воот- 
ветотвующее определение было им оформулировано еше в статье 
«0б иочевании тригонометрических отрок». Правде, не формулируя 
определения, Лобачевский в {1} кое-где пользуется, тем не менее, 
словом «поетепенность», как термином. Однако, ногла Лобачевский 
говорит, что функция евть число, которое «вместе с 2 моетепенно 
изменяется», то ето обозначает только, что функция изменяется во мере 
71010, вов изменяется 2. Примерно в ‘таком жё омысле употребляет 
Лобачевовий слово «постепенно» танже в конце странины 44 и на 
странице 45. Тот фокт, что Лобачевоний не связывал понятие функции 
< ее непрерывностью, бесспорен хотя бы нотому, что он во многих 
местах специально оговаривяет «постепенна» ли в давной точке фунн- 
ция или нет, исследует сходимость ряда Фурье в точнах, где нару- 
шается «постеленность» функции и т. д, Следует, таким образом, очи- 
тать бесспорно установленным, что Лобечевскому принадлежит прио- 
ритет в современном определении понятия функции (анвлогичное 
«определение Дирихле относится в 1887 году}. 

Лобачевский первый разграничил понятия дифференцируемости и 
непрерывности. Сначала он определяет понятие диффервицаруемости *) 
{«непрерывности» в терминологии Лобачевского}, а потом ?} впе- 
цизльно подчеркивает различие между днфференцируемостью и не- 
прерынностью (‹ненрерывностью» и «постепенностью»). Определение 
лифференцируемости функции, сформулированное Лобачевеким, — 
«внутреннее»; для того, чтобы не выходить 5 пределы числовых 
мнозеств, определяющих данную фуннциональную зависимость, он 
вводит в само определение дифференцируемости иритерий сходимости 
Коши. Таким образом, функция ЁР(=) называется дифференцируемой 
{«непрерывной»), воли разность 


Рефюрл-Ео _ терр 
ъ и , 


где |#'|<|В|, можно сделать по ябеолютной величине сколь угодно 
малой, когдь величина |№| досталочно мала. 

Следует всо же отмотать, что, во веяком случае в сочинении {1}, 
Лобачевский фактически иоходит из предположения, что непрерывная 


1) Стр. 131 наст. тома, 
2) {1Ъ, отр, 45. 
3) {2}, стр. 130—131. 
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фунвция мошет иметь только изолированные точки недифференца- 
`руемоети. . 

ЗВесьма вероятно, что именно потому, что Лобачевский нев мог 
ни доказать, ни опровергнуть такое предпопожение, он, желаи явно 
сформулировать налегаемые нь фуннцию при доквавлельстве теоремы 
© разложении в рял Фурье условия, вводит понятие «анвлитической» 
фуниции 1). 

«Анвлитической» Лобачевский называет фуннцию {(=), диффервен- 
цирувмую всюду, кроме отдельных точек, где величины [" (2) беско- 
нечив. Из дальнейших зымечаний и рассуждений Лобочевокого следует, 
что «аивлитическая» функция может также иметь изолированные точки 
разрыва первого родё. 

Кав мы видели из приведенной выше выдержки, в которой Лоба- 
чевекий определяет понятив функциональной зависимости, Лобелев- 
ский первоначально, как это вообще было принято в то время, навы- 
вал функцию вналитичесной, если онь залана формулой («прямо или 
условно»). Для того чтобы подчеркнуть, что таков ограничение поня- 
тия функции не оправдаяо, он, при доказательстве теоремы о том, 
зто функция, имеющая производную, равную тождественно нулю, 
постояния, опециельно предполагает, что функция задана не эналити- 
чески, а «в числах», и донезывают упомянутую теорему (это докваа- 
тельство но является зполяе строгим) двзжды: один раз в общем 
виде, а другой раз, исходя из возможности апронсимации этой фуик- 
ции аналитической функцией — многочденом *). Тот факт, что, нак 
отмечено выше, Лобаяевский придал впоследствии понятию «вналити- 
ческой» функции совсем другой, но уже точно определенный смысл, 
свидетельствует о том, что он осознал беспредметность этого понятия 
в прежнем омыоле. 

Интересно отметать, что Лобачевекий близко подошел к понятию 
равномерной непрерывности, Доказывая теорему © существовании 
определенного интеграла 8), он исходит из утверждения, что эеличина, 
|?&--®) —2(&)| может быть, для непрерывной на некотором отреящже 
фунвции $ (2), сдолана меньше любого положительного числа, каковы бы 
ни были хи @, вели только величина |®| достаточно мела. Закон- 
зив доказательство, он продолжает *): 

«До сих пор однано ж значение ф (=) не предполагалось бес- 
конечно великим, инёзе могло бы случиться, что 


$ (#-|- а) —9 (2) 


1} а тр, 130. 

2} {1}, стр. 47—49. 
3) {1}, стр. 49. 

$ тр, 51. 


2 дак. 2888, Н. И. Лобетевавий. т. У. 
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В текоте сочинений Лобачевского нами, для удоботва, произведено 
разделение каждого сочинения на главы. Номера глав обозначены 
в теноте римекими цифрами в соответствии © приведенным выше 
планом. 

Обзор дается нами не в том порядке, в котором строит изложение 
Лобачевский, а по отдельным вопросам, служащим предметом его 
неолелований. 


Начнем с основных понятий анвлиза и, в первую очередь, с опре- 
деления понятия функциовальной зависимости. 
Вот каким образом Лобачевский вводит это определение! 


«Общее понятие требуот, чтобы функцией от 2 пазывать число, 
которое дается для каждого т и вместе с х постепенно изменяется. 
Зназение функции может быть дано или аналитическим выразжке- 
нием, или [условием, которое подает средство испытывать все 
числа п выбирать одно из пих [...]. Наконеп, условия, которым 
функция подтинена, могут быть еще неизвестны, тогда как звви- 
симость чисел уже существует несомнительно. В таком случаев 
предположение, будто функция выражается аналитически, должно 
назваться произвольным. Правда, что еще че встречено таких 
примеров, где бы зависимость чисел не могла быть предотавлена 
прямо или условно аналитическим выражением; однако ж пельзя 
быть уверену совершенно и в том, чтобы другое предположение 
не привело танже и к новому решению [...]. Кажется цельзя 
сомневаться ни в истине того, что воё в мире может быть пред- 
оставлено числами, ни в справедливости того, что всякая в нем 
перемена и отношение выражается зналитической функцией. 
Между тем, обитрный взгляд теории допускает существование зависи- 
мости только в том смысле, чтобы числа, одни с друзмии в связи, при- 
пинать как бы данными вместе). Лвгранк в своем вычислении 
функция (Саси] Чез 1опоНопз), которым хотел заменить диффе- 
ренцивльное, отолько же, следовательно, повредил обширности 
понятия, сколько думал выиграть в строгости суждения». 


Сопоставление приведенной явми выдержки со всем содержанием 
работ Лобачевского по математическому анализу не оставляет сомне- 
ния в том, что роль определения цонятия функции нграет выделен- 
ная нами курсивом фраза, Можно иногда слышать мнение о том, что 
Лобачевский связывал определение понятия функции с ее непрерыв- 
ностью. В нечестве аргумента выдвигается при етом первая’ фраза, 


1) а}, стр. 48-41 наст. тома. В дальнейшем все страницы, указанные в этой 
статье, приведены по настоящему тому. 
2) Курсив наш. — Г. Л. 
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не будет уменьшаться беспредельно вместе с ®. Например, 


$ (=) = 


дает 
$ (8) —$ (<) 


которая разность увеличивается с уменьщением аз. 


Говоря о том, кёк Лобачевский определял основные понятия вна- 
лизя, нельзя, наконец, не отметить, что Лобачевский безусловно нони- 
мал необходимость обоснования предельного церехода под знаком ияте- 
грала и фактически пользовалея нонятием равномерной сходимости, 

Так 1), доказав сходимость последовательности с общим членом 


® 
дя У те, 
он получает оценку зида ^^: 
|, а) —8(а)| < = (#), 
тде 8(а} — предел последовательности, а Е = (1) =0, и специально 
со 


подчеркивает, что в(м) не зависит от а (0<«<.1). Ша основании 
Указанной оценки Лобачевский получает неравенство вида 


. « 
4 в) —{ 8 (04| <а-° (9, 
8 р 
яз которого следует, в частности, существование предела 
“ « 
Лю [До (2) 4 [8 (4) 4%. 
п} : 


Замечательным образцом строгости изложевия может служить вы- 
вод разложения фувкция мл яв бесконечное произведение, где также 
фактически используется равномерная схолимость *). 

Сначала Лобачевский доказывают сходимость, при пюбом жонеч- 


ном 2, ряда 
© аа 
®-х 105 (: —=) . 
= 


Далее Лобачевский пашет тождество: 


В 
: = Ея о чат 
опа поророов 4-08 [ее + У, (: Нов =), 


4—1 


2) {3}, етр. 200. 
3) {3}, сер, 118-182. 
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справедливое‘ при любом целом я, и доказывет, что ри достаточно 
большом г величины 


к (ео) р 


& также 


У ее о) 


= 


может быть сделаны околь угодно малой и останется таковой, кн бы 
мы ни увеличивали я (рочвоть равномерно относительно я}. Так как, 


кроме того, 2%108 сов он пов (= в) 0 при #— 00, то абсо- 
лютная величина  `рвацости между 


Эр 2 
=) 
и 
ааа Род 
2п 2" 
та. ЧФ 
вю 1—_ 
= к 


может быть сделана околь уходно малой, если г достаточно велико. 
Но, кавово бы ни было #, 


1 ое 


и $ =0. 
">> 1— а 


Таким образом, ета. т отличается от нуля за величину сколь угодно 


малую при достаточно большом г, во ое. отг но вависит и, сле- 


= < 
довательно, 
тт 
=—0, 
&Р  ' 
то-есть 
2? 
ааа (: —#) . 
+: 


э* 


20 СОЧИНЕНИЯ ЦО ТЕОРИИ РЯДОВ 


Значительнов место в рассматриваемых сочинениях Лобачевокого 
занимает найденный им признак сходимости энаноположительных ря- 
дов, основанный на разложении квавдого члена ряда в двоичную дробь. 
Прием, на котором основан этот признак, впервые был Лобачевским 
применен при иселедовании сходимости одного ряда еще в «Алгебре» 1). 
В (11 *) Лобачевский подробяве останавливается на своем епособе иссле- 
дования сходимости, иллюстрируя его на двух примерах и производя 
оценку остатков соответствующих рядов, но все же не приводя точ- 
ной формулировви етого признана. Формулировиа и доказательство при- 
знива, сопровождаемые далее многочисленными примерами, имеются 
в {2} и {3} 8), причем оходимовть всех без исключения вотрочающихея 
в этих сочинениях рядов, последовательностей и бесконечных произве- 
девий исследуется только с помощью этого признака и каждый раз 
производится оценка еоответотвующего остатка, Лобвченский форму- 
лирует свой признак, как достаточный; между тем, осли общий член 
раяль положителен и монотонно убывает (вернее, ве возрастает), то 
признак Лобачевокого не только достаточен, но и необходим. Дока- 
вательство как достаточности, те и необходимоети признака Лобачев- 
ского дано ‘в приложении 1 нё отр. 258 настоящего тома, и здесь мы 
ограничимся только его формулировкой (и притом в простейшем 
случае): 

Коли функция пелочиоленного аргумента (п) положительна, моно- 
тонна и не возрастает, то ряд 


= 
Я 1) 
= 
сходится или расходитея одновременно с рядом 
> 
У 227", 
ел 
тде р» определяется из неравенств 


Ра)", Гаь а <”. 


В центре исследований Лобачевского по теории рядов находатоя 
теория рядов Фурье. Ею он занимается во всех расеметриваемых 
сочинениях “); кроме того, он применяет разложение в ряд Фурье 
к суммированию числовых рядов и вычислению определенных инхе- 
тралов 5), 

1) Том ГУ нвет, нзлания, отр. 288 и 284, 

*) Стр. 35—89 наст, тома. 

8) {2}, стр. 82—90, {8}, стр. 163—165. 

4) {1}, отр. 31-85, 40-41, 64—80 {2}, отр, 82—88, 88—87; {8}, отр. 188-165. 
5) {2}, етр, 188—№0. 
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Лобаченокому было извзотно` доказательство Диритле творемы 
© разложении фуниции в. ряд Фурье!); одиано ов, ие без основания, 
не был удовлетворен тем оботоятельством, что Дирихле пользуехся 
значением интеграла 


® 
ви ® 
ее 
ЕЗ 2 


бег всякого обоснования. Дирихле, по всей видимости, впоследотвии 
и сам осознал этот дефект в своем доказательстве и в 1887 году изые- 
нил его так, чтобы не пользоваться значением указанного интеграла. 

Известны были Лобачевсному танше доказательстьв Коши и Дир 
сена; эти доказательства тем более не могли его удовлетворить. Лоба- 
зевский указывает только на один недоствтов этих доказательств —0т- 
сутствие обоснования оходимости ряда 


ны 
хе 


отмечая при этом, что етот недоотелок меяее существенен, чем осталь» 
ные. 

Действительно, Коши налагает на резлагаемую в ряд функдию очень 
енльные ограничения (аналитичность в некоторой полосе плоскости 
вомплекеного аргумента), а докаазтельство Дирксена порочно во мно- 
гих отношениях. 

Схема доказательства сходимости ряда Фурье, давного Лобачев- 
ским”?), такова? 

Выполняя интегрирование по частям, Лобачевский получает 
1 : 

вто 


{сов бро ды) Год ана — ли ГЕ 


3% 
. 


; 1 
Ня Ра) ©} т | соабиа-—%) "да 
з 

и докезывает сходимость рядов, общими членами которых являются 
злены правой части этого равенства. При этом предлолагаетон (не вов 
условия явно оговорены Лобачевоким), что функция /(2) в соответ- 
отвующем интервале равномерно ограничена, имеет не более чем вонеч- 
нов число точек разрывь 1-го роде, функиия {" (2) непрерывна {в даль- 
зейшем 8) Лобачевский показывает, что можно допустить наличие 
вонезного чнола точен, где онз обращается в бесконечность]. Фуниция 
[’(=) может обращаться в беснонезность конечное число раз, 


2) Топгра1 #6т 66 тень цой диречапаве МыйБетябь, 1829. 
3) {1}, отр. 82—85, 40—41, 54—56. 
3) Стр. 65—66. 
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Хотя вти условия весьма ограничитольны, однако они, в некотором 
омыосле, шире условий Дирихле, таз как допускают наличие бесчислен- 
ного множества точек окотремума (ограниченность эвривции функ- 
ции {(#) этими условиями обеспечивается), 

Далее, для отысканая суммы ряда Фурье Лобачевский повторяет 
рассуждения Нуассона. 

Исходя из разложения 


1 
Эр ов (2 


< 


=1--2 У, ов — №), 


+1 


2 
Фу 


спразелливого при | в| < 1, он получает 


ага 
}1 прое 6) Е > 


: о + 
вез У ве [обобфир 5) Га {1} ав, 405) 9) 
: =? 
и, лоеле ряда выкладок, приходит к равенству 


© 1 
ео) Ко) Но 42-2 У, [соз(блз- и) Г (в) аа. {118 
8 


#10 


Хотя в действительности выкладки Лобачевского обосновывают 
жишь равенство 


В 
врея очеии оо}, 


5 


следует заметить, что в отличие ог Пувосона?), метод которого он 
излагает, Лобачевсний доказал, как мы видели, предварительно схо- 


димость ряда 
1 


У [ сов(бив — 55) (2) а, 

1 
а так как нетрудно убедиться?), что ряд в правой части (105) охо- 
дится относительно | равномерно при 0 «р < \, то предельный пере- 
хох мод анаком суммы в правой части (10), приводящий к (13), 
оправдан, и, таким образом, теорема о разложении фуннции в ряд 
Фурье доказала Лобачевоким, по сути дела, строго. 

В связи $ расемотренным выше доказательством Лобачевского ехо- 

димоста рядь Фурье интересно отметить, что Пуассон внервые попы- 


2) Нумерация формул в этой вводной статье сониадзот с нумерацией в текете 
'Лобвчевского, 


2} Топгив1 4е |'6со роту, саЧег 19, 1823. 
3) Сы. примечьние [4 ив стр. 221 наст. тома, 
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желся доказать (при весьма ограничихельных условиях) сходимость 
ряда только в 3888 году!), так же кав и Лобачевский выполняя ивтё- 
грирование по частям (но однократное) в формуле общего члена, но 
доказал лишь отремление общего члена к нулю. Лишь в 1885 году) 
он, дважды применив интегрирование ло частям к общему члену ряда 
Фурье фунвции / (2), доказал сходимость этого ряда в интервале (0, п) 
при уоловии, что [' (п) == |" (0) =0 и имея в виду непрерывность функ- 
цай 7 (2), (@®), ["(@) во воем внтерваль (0, =). 

Нреобравовав, далее, частную сумму рядь Фурье с помощью инте- 
храме Дирихле, Лобачевский допускает, что в отдельных точках фунв- 
ция / (2) отановитон бесконечной, оставвясь при этом интегрируемой 
(что влечет за собой и абоолютную интегрируемость, так как фавти- 
чески предположено, что © кыжлой слороны от рассматриваемой точки 
фуниция стремится к бесхонечноети определенного знака), и доказы- 
вает, что при этом теорема о’равложении функции в ряд Фурье остается 
справедливой неюду, ва исключением точек, в которых фуннция беоно- 
нечна, Том самым Лобачевский, по существу, пришел к «принципу 
локализации», много позже сформулированному Риманом*); в соответ- 
отвии о этим принивтом сходимость и значение суммы рядв Фурье 
в данной точке связаны с поведением функции только в окрестности 
этой точки. 

Наконец, пользуясь разенством 


ен 


Теа) = У Ча, 6}, (25) 


= 


справедливом в интервале (0, 2х), положив 

Ре 

1 . 
Бы-ТХ | соб в) уе, те 

= = 
где на функцию /(2) ве наложено никаких ограничений, вроме тре- 
бования ве интегрируемости (в по существу абсолютной интегрируе- 
мости), проинтегрировав обе стороны последнего равенства в пределах 
от $ лос (<<<) и черейдя к пределу при $->00, Лоба- 
чевений, пользуясь (25), доказывает, что 


ва [ео бинт [ (4) #2. аь 27) 
= 5 


<) Ро1ввов — ТеаНб бе шбовиитие, +. 1, 1883, 

2) Ро1ввоп — Твбоно ша. в 1в свет, 1885, отр. 186. 

8) В. Вошла — берег @е РоляеПБьеКой стог ИньКЧоп Чогов абле ово“ 
шовёасве Вово, 1853, Русский перовощ в «Сочинениях В. Римана», Гобтехиалат, 
М.Л. 1948, отр. 205—261. 
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В равенотве (27) содержится теоремь, утверждающая, что почлев- 
нов интегрирование рыла Фурье функции / (2) (даже ресходящегося) 
преводит к оходащемуся ряду; сумма которого равня интогрвлу от / (#7). 
Эта теорема быль впоследствии внонь доказаны Лебегом, во только 
в 1908 году), Следует, однано, унавахь, что предельный переход 
при +00, приводящий к (27), Лобачевоким эдесь не обосновывается *), 
э отоутотвие наких бы то ни было обозначенай для предельного поре- 
хода и неаикуратность записи [выражающаяся в том, что левая часть (26) 
обоаначень ие через №} (=), а черев Р'(®), хотя Лобачевский и поясняет, 
эхо ета функция зависит от, приводят к следующему: подменав фажхи- 


чески Ш ‚| Р.(а) до через [ 1 Ро) де, Добалевокий дель ие (21) 
совершенно > нвобоснованный вывод о том, что 


ар) Г), 


и считает, что таким образом доказана теорема о разложения функции 


з ряд Фурье. 


В {2} Лобачевский опять возвращается к доказательству теоремы 
© разложении функция в ряд Фурье. 
Для этого он доказывает сходимость ряда 


У ыы (На), 
4=1 


снова получает равенство {1}, (27), преобразует частную сумму рядь 
Фурье с номощью интеграла Дирихле к виду 


*.° вт (=>) х 


—— вв 


2 (о) — Гео) 9 


и, выполняя в правой части последнего разенотва интегрирование по 
чветям, приходит, переходя к пределу пря $-+00, к теореме о раз- 
лошении функции з ряд Фурье. Фуниция /(2} при этом предпола- 
таетоя заналитичеекой» (определение «аналитической» функции ом. 
зыше), то-есть условия, налёгаемые на [(), знесь значительно шире, 
чем в {1}, тек как фуннция {” (2) вообще не участвует в рассужде- 
ниях, Эти условия, как уже отмечалось, в определенном омыеле паре 
и условий Диряхле. 

Сами рассуждения Лобечевского при довазательстве теоремы 
являются, по существу, строгими, 


1) рероввие— Тегана зе 108 зднее пота Раца, 1906, 
3) См, примочание [| на стр. 255, 
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В {3} Побачевовая онова довавывает теорему {1}, (27) м делает из 
ное тавие же нообоонованные выводы, как в в {1}. Само докезатель- 
ство этой теоремы в принцине твжое же, нам и в {1), во ему пред- 
зиесхвует вывод оцевии вида 


+. 
«-—и вт | 1 $ 
У <) о 
= 
или, что то же, 
; 1 
(+). у 
„о аы--= |< (+), 
0 я 805. 


где а, 6, п’, "— невоторые положительные постоянные (0<и<т). 
Вроме того, прежде чем интегрировать равенство {1}, (26), он пре- 
образует его правую часть с помощью интеграла Дирихле и гонорит, 
что будет следоваль методу Дирихле, который васлуживает предпо- 
ятения перед наеми прочими. Между тем, метод Дирихле делвет оценку 
вида 


Е 


ее )- = сс *) 


: вр 


(© <#<т, С — постоянная, +— любое целое чиело) тривиальной, 8, каи 
показано в примечании [89], отрогое обоснование предельного перехода, 
ведущего = {1}, (27), основано именно на неравенотвах вида (*) и (**). 


Последним из основных вопросов, которым посвящены сочинения 
Лобачевского по теории рядов, являетоя определение, исследование 
свойств и многочисленные приложения функции гаммз!). Хотя из 
ваглевия сочинения {2} («Способ ... приближелься к значению функ- 
ций от весьма большах чисел») можно заключить, зто в разделе, поевя- 
щениом функции гамма, будет итти речь только об асимототических 
формулах, в действительности Побачевокий строит весьма оригинвль- 
ную и достаточно полную теорию этой функнии. 

В {2}, пользуясь обозначением 


ед е-рое-а- 1)... 1, 


где х— целое и положительное число, Лобачевекий вводит фуннцию 
Ка, & (мы несколько изменяем обозначения) при помощи равенства 


1 . 
орде ео" Га, 9), 
1) >}, ар. 97225, 154-162; {8}, отр. 198-28. 
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откуда для [2--а| > 1 получаех 


Нет, а) У 
Те, а) ОЙ 


Из оходимости ряда 


2102 


Ч, Ге 9) 
Хе еТЕЬ > 


следуех существование при любом « фуниции 
$ (@) = На Ё(е, а). 
2 
Функция Х(=-|- а) с помощью равовотва, 


Вт 


Е 3). 
=1 


терра в гу Уреноетиерннуя 


ит =: 


определена не только для пелых положительных значений т, & для 
воех значений 2.|- а, для которых |#-Ра-|-&|>1, где & — любое целое 


положительное число; следовательно, равенство 


‘ 1 (е, а) = 4 (а) Х(е-- в) 


определяет в указанной области функцию [(х, <), ® следоватеньяо, и. 


функцию 


аа. 


еда" Зоохе-а). 


и, в частности, 
=+Е 
28 —4$(0)х `Ев-=Х (3). 
Так как 
Бш Х(а-а) =1, 
= 


10 при =—00 имеет место аоимптотическое равенохво 


ера" е-е, 


Лобачевокий находит, что 


+0 =Узя 


и, следовательно, по определению, 


ен сд Г(#+- 1). 


{2}, (82) 


Эту последнюю формуду приниеывают обычно Вина; одявко Лоба- 


чевский пришел к ней на четыре года раньше, чем Вико !), 


После этого Лобачевский переходит к уточнению асимитотической 


формулы для функции 2° 7. 


2) Гоша. де бою роту, слвдег 27, 1889, отр. 226. 
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Так ных порвый член резложения по отрицательным отепеням х 
функции 


$(#-—1) 


И 
тде $ (2) == 08%, то Побачевовий полагает 


: 
хе, 
то-есть 
1 1 
доу те" Зв ву (1). 

Продолжая так дальше, Лобачевский получает, член за членом, 
‘разложение функции 105.Х({=) в ряд по отрицалельным отененям я 
(ряд Стирливта) и показывает, кан таков же разложение можно полу- 
чить из формулы Эйлера — Маклорена. При этом Лобачевский приво- 
дит (668 докавательства) найденные им рекуррентные формулы для 
вычисления чисел Бернулли 

] 
тж 
пуст" 


гие т коффикиови в разложении 


иг=У аи 
=: 


связанные с числами Бернулли формульми 


оит, 
(— УВ» 52% 1) 


41), 


2 


(Е=1,5,...). 


Далее Лобалевокий мокавывает, что для того, чтобы введенное им 
определение функции гамма. не противоречило определению с помощью 
эйлерова интеграла, необходимо положить 


У2т г-= 

$ (а) ° 
Этим равенотвом определение функции а“° расиространяетоя на вою 
хомпленоную плоскость?) (целые отрипательные значения @ являются 


Гаронана = 


1) В обозначениях Лобачевского (Ё — целое положительное число} 


3) Это оботоятельство Побизевоний отмечнет в онце расоматривлемого сочи- 
нения, отр. 154—155. 


28 СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РЯДОВ 


полюсами этой функции). Непротиворечиность этого определения с опре- 
делением {2), (32) понввама в примечании [®]. Лобачевский выводят 
основное соотношение: 
рондо, {2}, 2) 
из ноторого, в частности, далее получает многочисленные евойства 
фуниции гамма и которов фажтичевки служит Лобачевокому тазже 
для аналитического продолжения функции (х-|-в)°*, так как функ- 
ция х“® уже определена во воей плоскости. Не оотвиавливаясь 
ня выводе свойотв функции гамма, отметим лишь, что, в частности, 
Лобвяевский пришел к формуле 
27| 
И, 
ие) 8-2)... @--®) 
также имеющей место во всей плосности (кроме целых отрицательных 
значений »). те формула была получена Эилером еше в 1129 г. 
(тявьмо в Гольдбаху), однако вноследетвии была авбытв, и вновь 
доказавший ое Гаусс считал, чт она найдена им вцервые. Побачев- 
ский такше считал, что именно он открыл ету формулу. 

Не касаясь многочноленных приложений функции гамма к вычио- 
лению определенных интегралов и суммированию рядов, отметим, 
что им было доказано равенство, которое в современных обозначениях 
имеет вид 


{2}, (54) 


2+ 
©: 42 2$ 
5 @Ф>0, Вв*>0. — (8,618) 
Этот интеграл был в некоторых чаотиых случаях ранее вычислен 
Лаплясом*) и Лежандром *). В общем виде в том же году, ч0 и 
Лобачевский, его вычислил Лиувилль?), однако вывод Лиувиния 
Весьма далек ох строгости. Предетевляет интерес также найденное 
Побачевским выражение модуля фуннции гамма в виде рядь с дей- 
ствитольными завнами [формула {2}, (129) 4]. 

В сочинении [3} Лобачевекий в изчестве определения функции 
твмыма принимает формулу {2}, (54) и совершенно строго доказывает 
существование предела в правой части этой формулы, ноходи из тож- 
дества 


#91 


. ЗО | 
Доки Ув ре... 


{схема этого доказательства была приведень выше, нё отр. 18). 


1) (в РТасе, Ознутев, том УЦ, отр. 134—135. 

2) Редолако-— Ихагомов де сафсо! пубога1, том Е, 1911, стр. 354, 
8) Тото. Ё, гало пад вле. Мы, 13, 1885. 

4) Стр. 189, 
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Ок приходит также снова к.равенотву {2}, (82) хем же способом, 
910 ив {2}, однано ие пользуется им для продолжения функции 2", 
вое время очитая х целым положительным числом; непротиворечивооть 
опреденении {2}, (54) в опучве, если я -- целое положительное чисно, 
< равенотвом {2} (82) Лобачевский доназывает. В качестве определе- 
ния фушкния я“* при любых п и а он принимвот равенство {2}, (42) 
в форме 


=" 


в" а-я: 


Ваписав равенство {2}, (82) в виле 


В 
т А 


Лобалевавий показывает, что коэффициенты 4, при =-^ разложения 
функции ф(х) по стрицательным стененям # определяютон: ив. равенства 


в & 
У. 


З {8} Лобвчевовий выводит твиме различные овойотвь фуниции гамма 
(однажо, менее подробно, чем в {2}), применяет эту функцию к вычиоле» 
зию рзаличных определенных интегралов и, в частности, снова нахо 
дит ивтеграл {2}, (118). 


Итак, в своих сочинениях по теории рядов Лобачевский получил 
‘ряд оригинальных результатов первостепенной важности. Е сожалению, 
ети работх Лобачевского оставались по существу неизвестными до 
свмото последнего времени. 

Не подлежит сомнению, что ато обстоятельство в немалой степени 
связано е рапортом М. В. Острогредекого, алревованным Академии 
Наук, в котором он высказал свое отрицательное отношение в при- 
сланному ему на отвыв сочинению {3} 1), 

Остроградсвий обвиняет в этом рапорте Лобачевского в нарочито 
применяемых странностях при мзложении, в пренебрежении «первей- 
шими принципами точного рассуждения», в том, что в работе Лоба- 
чевского нет ничего нового. Сам тон рапорта свидетельствует о его 
предвзятоети, связанной с отношением Оотроградокого и геометриче- 
оким работам Лобачевского; Остроградений, вирочем, и не скрывает 
этого в своем рапорте. 06 этом ше свидетельствует ни на чем мо 
основанное обванение Лобачевского в том, будто он иринисывает 
с9бе открытие возможности определить тригонометрические функдии, 
не прибегая к вругу (при чомощи рядов). 


*) См. приложение 4 нь отр. 265 наём, томе. 
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Конечно, стиль изложения в рассматриваемых сочинениях Лобачев- 
оного оставляет желать лучшего, имеется также изрядное количество 
опечаток и допущенных по невнимательности ошибок, многие рао- 
вуждения чересчур лаконичны, имеются и нарушения бистематичности 
ивложения. Лобачевский такще несколько «злоупотребляет» и своим 
признаком сходимости, пользуясь всюду только им (это делается им, 
повидимому, умышиенно, для того, чтобы продемонохрировать силу 
этого признака), хотя в большинотве случаев можно проще рептить 
воответствующую задачу другими общензвестными средствами. Нако- 
нец, каж это уже отмечалось, сама запись ведется Лобачевским, порой, 
небрежно; в частности, не всегда ясно, совершен ли уже ирелельный 
переход. Однако не подлежит сомнению, что если бы таной выдаю- 
щийся математик, каж Остроградский, подошел к рассмотрению работы 
Лобачевоного объективно или даже вообще потрудился с ней внима- 
тельно познажомиться (он утверждает в рапорте, что работа Лобачев- 
ского им тшалельно изучена), то он не мог бы проглядеть имеющихся 
в ней интервенейших результатов (часть из которых, впервые полу- 
ченных Лобачевским в {1} и {2}, была правде, к моменту выхода 
в свет сочинения {8}, вновь получена другими матемаликами). Совер- 
зпенно очевидно, что Острогралокий внимательно сочинение {3} (не 
говоря уже о предыдущих работах обачевекого в этой облаети) не 
чатал, а ограничился его беглым проеметром, 


ОБЪ ИЗЗЕЗАНТИ —ТРИГОНОМЕТРИЧЕ- 


ФКаХЬ строку 


(Н, Лобаевекаго. } 


;`Безконечныя сшроки, расположенныя въ сивусахь 
или косинусахь краштой дуги, названы пригонометри- 
зескими. Ихъ прихвнеше весьиа важно въ иншегриро“ 
`Ващфи линейныхь ‘уравнений съ частными дихференпала" 
ый, а слфдовашельно в% рёшешн самыхь любопыщ- 
ныссь задачь изь Физики и Механики, Межку шиЪ 
сакая безвонечная строка моженть назваться толь- | 
`ка вналишическяйь выраменемь и оставащься безь ‚ 
употреблешя ; покуда ей не приладлевинуь известное 

_. ваачене, къ кожорому опа приближается, иззезая’ 
`.. въ посябанихь зленахь. Воть почему. шригономелри”-. 
^ ескя сшрокя были предметом подобныхь изсл®ао“ 
занй, какъ можно чатать въ заласкахь Гг, Коши. 
{Мапотев 4е Р Асаф. 4. зЧенсев. зв 1895), Дирии“ 
2 и Дирковвь {Зоцтва! {. 4. теще обет. Мать 


Первая странвиа оригинального издании сочинения 
«06 иечезавии уригонометрических строк» 
{167-я стр. П инижки «Ученых записок Казаяского университета» аа 1834 г.). 


К ар. 31, 


авы 
и 


05 ИСЧЕЗАНИИ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СТРОК 


0 
| Бесконечные строви*, расположенные з синусах или косинусах 
хратной дуги; названы призононетричесними. Шх применение весьма 
важно в интегрировании линейных уравнений се частными диф- 
феревциалами, & следовательно в рещении самых любопытных за- 
дач из Физики и Механики. Между тем всякая бесконечная строка 
‘может назваться только аналитическим выражением и оставаться 
без употребления, нокуда ей не принадлежит известное значение, 
Е которому она приближается, исчезая в последних членах, Вот 
зочему тригонометричеекие строки были предметом подобных ис- 
схедований, как можно. читать в записках Гг. Коши (Метогев 
4е 1'Аса4. 4. вйепсев. ап 1828), Диришле и Дирвсен (Фоагоз #. а. 
тете и. аореу. Ма{Нет. | 1829. 3. 157, баг 1а соптегкейсе 4ев вбея 
фуеопотби чаев. Раг М. Те]еоле-ОнлеЩе; 8. 470, 'Чефег 4. Соп- 
уегвелх пасЬ 4еп Эииаззен и. Совилаавой фег У1еМаеБет етев УЙа- 
Же] {огзерт. Веше. Уол. Н. РЫвен). О сочинении Г. Кони дал 
уже свое мнение Г. Диришие, который и сам, кажется, без долж- 
ной осторожности допускает исчезание отроки® 


? 


| ме п ееа9 %-... 


потому только, что внак меняется в членах, которых сумма должна 


представлять 
® 


пФ 1 
а. 
—_—_щ :? 2 

* Текст Лобвчовеного на главы не расчленон, Номера подразделений сочине- 
ний по теорни рядов введены редавцией; условные их назвазия поречиолены 
во вводной статье {отр. 14 наст, том). 

* В современной торминологии — бесконечные ряды, 

© В современной терминологии — сходимость ряда. 


зв 
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значение определенного интеграла, давно иринятое Математиками 
и может быть также без дальней строгости [1]. Если мне и показа- 
лось, что в названных сочинениях находятся какие нибудь не- 
достатки, то я хочу однако ж ограничиться одним только заме- 
чанием, менее даже важным, нежени другие, в именно тем, что 
здесь первым оспованием служит предположение, будто строка 


: 1: 1. 
вто -|- — 811 2% -|- 8 8% -|-... ео 
оо рабби + в 
исчезает дЛя ВСЯвОгО ®, па что однако 2 хотелось мне сыекать на- 
перод соверщенно удовлетворительное доказательство. Чтобы судить 


об исчезании тригонометрической строки, стоит только взглянуть 
на уравнение 
1 


Г овба— гда — 9 уно) 
0 
. 
КГ Ф-Г О ру [обе аа, 


5 


которое легко вывеети помощию интегрирования по частям и где # 
целое положительное, & и ® произвольные числа, п содержание ® 


‘оврувности к поперечнику, 


4! Е 4 и 


==1 (2), =! @®. 


Здееь можно видеть е первого г в чем должно заключаться 
доказательство на исчезание строки 


$ (сои) да 1 (о) р ® 


для всякой фувкции 7/(), ках скоро иочезание строки (1) уже до- 
пущено. 
Итак я начну сперва говорить о еумые 
Уи» {; 1 @ 
ы $=09. 
Пусть она прерывается на #-=2°. Соединяя по два члены 
< ряду, нолучим 


а т в (1) : 
РР 81(4— Пе 1: ‚1 
У В 4» х 2—1) -Е сов У ва (# #)> 


* То-всть отношение. Пюбаченский: восгда иримениет олово соверюание в этом 
«мысе, 
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«в |Подобным образом 


ра ионы (5. ре 3 
Уна(ы- )*= х 1 08° у а (=) я, 


= 2 
. ; 
ра шв Ща | . 
У ау (ы рами „у А (8—1 
мт 3) а 1 - У 
Вы ы: (>). -4 


1. ._Т 2 15 
Уры( 5). авео Ним 5}. 
Вообще для веякого пелого положительного числа г 


3.2" 
= ‚ та (нЕ) 
У 1: ( ._ =") \л 

511 [2$ ® . 

$ З 
аи 


+1 
"1 о [и ИТ 
{008 (2771) У $ вая (2 ты}. 


= рр 


Из всех уравнений выводим 


Ра зп 


ыы (5). 
0+ 


{081 воова 


1 эта (=). 
908 5-0 608% 608 26 х == + 


-- и проч. 
в.” 
й поы(и т р 
, =-8 
=. | - 005 воза... 608(2” 3) У — ыы + 


„г 


„— 1. . И: 
08 асов, .-08 2) Ха )-. 
т 


3 зак, 2. В. И. Побачевоний, т, У. 
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А вели делаем "==п, 10 


Ро 28-1 

1 : 
У ва = = 
т 

3.27 
пе зи во 
м „8 

+ Хоро... у 57 


(5) 


Последний член, какая бы дуга «т ни была*, с возрастанием и 
или должен делаться нулем, или по крайней мере не чувствитель- 
ным. Он делается нулем и один раз навсегда уничтожается, 
когда в 


п 
-+ вов з сова с08 20... 608 (27?) вт Е «. 


о= У? 
число членов отраничено*. Ели ж оно бесконечно, и спедова 
теяьно между целыми отрицательными показателями —р будет 
недоставать также бесконечно много пелых чисел, тд © каждым 
9 
ъпронуженным членом? «2 будет по величине т 


в ] вов (27%) < иЪ 


* Побачезакий проводит доназательетво в случае, когда 0 в «т. Приз =0 
не-=я равенство нулю рассматриваемого ныражения очевидно, так кан обра- 
щротся в нуль бо первый, либо последний множитель. 

* Если в выражения 


2=: 
тло ар привиммет только значения 0 и 1, число членов, для которых ар=1, 
конечно, то 

ях 

29+ 
где в и 4 Целые половительные числа и ® -— нечетное. Но тогда множитель 
вов о, где т == 2—1, обращается в нуль. 

© Если чноло членов суммы 


> 
2 
Ха, , 
5: 
для ноторых ар›==0, конечно, то так о, как и в предыдущем случае, ое, 
тде ® и 1-- целые пояозжительные чнола я п —- нечетное чивло, # 
9 То-ооть твшим, что а == 0, 


3 «По величине» всегда обозивчвет у Лобачевского «по абоолютной вели- 
ино», 
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а произведение 
сов 008 бов. 


зо крайней мере уменьшаться в содержании к у 5 и наконел 
делатьея незувствительным., 

Теперь, во второй части уравнения (5) принимаем вое осталь- 
ные члены за положительные и увеличиваем, поставияши единицы 
вмеето синусов. После этого можно всегда ваять и довольно боль- 
ое число, чтобы по величине 


гта 


Ра > 
х : Уна ры : %208® 


0 


е08 6"-)} . 


Расемвтриваем наперед производитель * 


Доказать исчезание этой строки можем по способу, который 
ивложен в моей Алгебре (Алгебра или Вычисление конечных 1834 г. 
стр. 887*) и который применяется во всем подобным случьям®. 
Полагаем, что для вавого нибудь $ дробь 

ео 

2—0’ 
|будучи равложена по отененям -, дает самую низшую сте- 
пень 2" и котбрая еледовательно встречается не далее, как до 
чнена 


9—1), 


* То-есть множитель. 

* Отраняцв указана обачевоким по оригияальному ивданию сочинения 
«Апгобрь или вычиоление конечных. Она соответствует странице 288 ГУ тома 
наст. ивдвния (отатья 182). 

© Способ, о котором говорит здесь Лобачевский, предетявляет в0бой, ло 
сути дела, необходимый и доотаточный привня сходимоотв рида с положнтель- 
ным и монотонно невозрастающим общим членом. Этим признаном Лобвчевевий 
пользуется почти во веех своих сочинениях по анализу (сы. водную статью, 
стр. 20 наст. тома). Подробное обоснование этого признав дано в приложении 1 
{сер. 252 наст. тома). 


3* 
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потому что дия всякого $>1 
44 (48—11) — 4—1) > 0%. 


Итак 
+= 
< У". 
1 
1 - 
Между тем ивравенство и) > 2" дает 


_Носле чего 


| Ели бы в тавом суммовании, остановивнтиеь на известном 
члене, захотели судить о величине остатка в строке, то не трудно. 
видеть, что вообще 


Ба] 


начиная с г, которое удовлетворяет условию 
28 (9—1) <27т 
* ИБ этого норавонслва следует, что 


1 1 1 
ато <=“ зао 


Если, вая предиолошено, разложение + я 1) з2оичвую дробь пачи- 
— И-х — 
платой © чиовь 2", то терр”, и, оибдоветельно, 
+ —» 
и) <. 


1 

"Тышии образом, чиоло арт У95о не содерщит в своем разложении члена 

* Здесь {— число членов ряда, содержащих в своем дрончиом разложении 
по первом место член 2” и, следовательно, мепьших чем 2'`”., 

© Эта оценка слишком трубая, Из предыдущего неравенства следуол, что 

„ 
= 
+<2° 

$ В оригинале г 2+ У& 

3 В етом нераяенотво $ и г наимоньнтие значения идденсов сумыироваия 
в левой и правой чвотях {58}. 

`Навменьшее значение индекса г должно быть теним, чтобы хоть изкой-нибудь 
{& следовательно, первый) член рядь в левой части [58] содержал в своем двоич- 
вом равложении 2-7, в значит, был больше чем 2-г, 
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—-. 

“Иж ; [55] 
за-у2)* 

= 2—1) ` УП) 


знечение, которое исчезает с возрастанием 2. Например, взявши 
$=8, получим 


и откуда находим 


вледовательно 


, [6е] 


ф<ьме. 
Чтобы пояснить более применение нашего способа, берем еще 
другую бесконечную строку, которая в поеледетвии будет нужна 


{и которая необходимо исчевяет вмевте с Г, потому что М<4Х. 


Полагаем . 


ини непосредетвенно® 
; „ 
<? 
< пелым показателем г. Поеле чего 


Для 1=4 находим 


. 
—"<е+у%”“ 


М< 8,075. 


+ Здесь $ и г обозначают то же, что и в предыдущем меравенотво; слолова“ 
тельно, зевая часть этого неравенства является первым чшеном ряда в правой 
части [50]. 

* В оригивьле в правой части неравенства [5<] отсутствует мнозеитель 2. 

Так нак 


- У (У 1). 


ло в учетом [5Ъ] получаем [5<]. 
© В оригиныме < 1,02, Эта ошибка связвня с отмеченной выше ошибкой 
а [5]. 
$ То-есть {-— наибольшев целое чноло, для которого зышощноно слодующее 
делое неравенотво. 
ре 
1 
$ В оригинале Уз<ы», и< 25. 
= 


ат 
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Другой способ предложим еще следующий. Пусть дшя какого 


нибудь $ 
2505 — 1) ==а1, 


Для неякого другого #>% 


1 А 
р 227—1 У=, 
где А« а? и где знак суммы относится в целым положительным 
числам и*. Пусть далее № то целое, которое двет 
2МеМ— пам 
или непосредетвенно 
2М(2М—1) <ай"*. 
Отсюда 
4 ® 
ЕЕ . [54} 


+ А вависит вдоеь только от #, 
Так как 


У от в 
{ое — от ^ а 
ит 
то но воявому члену рядр а, можно подобрать таное ®, что 


1 1 
к аь 


2 
и твное Дь, удовлетворяющее условию ль, что имеет место 
разложение 


@) 


* То-воть № — наибольнгий номер члена ряда, превосходящего > м, следова- 


Н 
тельно, содержащего в’ в своем разшожении (1), Тотдв вопичвотво членов рядя 
> 


тя 
содержащих в своих равложенних №, ив превосходит №-=й, & сумыь зоех чше- 
д —1 
нов разложеняй вида 2% яз превосходят —= (М9. 


© В оритинало 
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Носле чего 


Ува <а+* АНИ: ее 


“1)+ 


а —1 (18), пу 
+— Е т 4 — 
+ ит. д.* 
Отбрасываем везде‘единицу дод квадратным корнем: 
5—4 о в1* 
Увето< ее ча РО ° 55 


зп |Попагаем $=7; 


%* 1 1-27 
Хы“ Ну" 4У8 ' 


се. 


* Б оригинале под анввом каждого радиналь в правой части етого нерввон“ 
ства коэффициент при втором члене ие 4, в 8. Это связано с отыоченной выше 
оледбкой в неравенотво [54]. 

* В оригинвле в сайзи с отмеченной выше ошибной нерьвенство [54] имеет 
вид 


м1 5—4 рать 
Узы < Р уг’ 


Однако даже нопревленное нами неравенотво |5 но обосновано, тах как 
отбрасываяие первых слагаемых нод внаками радивалов уменьшает праную 
засть [59]. Дая получешия обоснованной оценки можно под внаком каждого радя- 
я 

капа заменить первое сиагвомое через с? или даже через ^_, твв ва в расоматри- 
ваемом случае 01 > 2 при всяком %, 

Б оригинале последние неравенетва в связи © ошибной, идущей от неверного 
воравенотва [54], имеют вид 


реа 
1 1+аУ8 
Хя $7в+ 25 ' 
1--2уЗ. 
2<6 Е уз < 146. 


Однако иоправленные в тексте неравенства также не обосноваиы, тв изв они 
получены ив иоравенотв [5]. Правильные оцени можно получить способом, 
унавзаным в предьжулхой оноске, 
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[д 


Переходим к другой строке 


та 


Ро 
1... 1 , = 
х ивр [1+ Усов о всовосовйь ... 005 (9 “|: 


= 


Заметим, что 


+ ло + эт 4 
605 — шоове = -———_, 6055 9608 @ С082 = 
2 Ее в ть 
2 2 
Вообще 
127-? 
сов обоза... соз(2”-Ё = М ®_ 
2 ти 
2 я-а 


и следовательно 

2 Уи-1. —: 
ме. в (27а) 
Урявь «1+ ее. 


х=: 27а ть 


Принимая на правой стороне все сннусы в чиелителях за еди- 
„в 


виды, находим 
А 2” 
| Ув (1+ — ). 
т Эта 


а полагая я==о0, переходим в етроке (4} 


> 
1... + 
У-риие < (1—1 


а те 
2 


* В левой части этого неравенства, отомт абсолютная величина предполагаемой 
суммы ряда, в ые сумвгь ридь, составленного из абоолютных величин соотвототвую- 
цих членов; однако сходимость ряда (1) тем ме меное следуот из рассуждений 
обачевокого, тах ваш предтествующие вынладни доказыльют, что ряды, полу- 
немые в правой части раненотвя (5} (вв отр. 34) при ® == с, сходятся (я притом 

= 
даже абоолюигно), д разность межиу частной суммой У 
$=1 
в правой части (5) при соответсхвующем выборе в, как нетрудно поназать, 
отремитея к нулю при #-> со (ом., например, найденное Лобаченовим норавен- 
ство {38а} ша отр. 190). 


Е: 
В 


№ и суммой, стоящей 
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Обратимся теперь к уравнению (2), откуда выводим бесконеч- 
ную строку 
12ю 1 


у || сов бка-- ге — 


= 


У 1—7 РЕ Р-Р 
: 


1 


ол 
—У ыы вов (ев) даж. (8) 
1 


Здесь но величине 


узо о-д<АР(1+—5)", 
= вт — 
Е] 
. Ус огю-гол< вм, 
г 


где А ло величине самое большое из двух 
га)--/о) га—го) 
* ы т ы 
4» [В тавим же образом самое большое из двух 
Г,ФЕГО ГО 
т ы я ° 
Остается в уравнении (6} рассмотреть бесконечную строку 


й 
{ соб ву ва 
: 


-“ 3 


дня [" (2) произвольной функции. Прежде одиако = нахожу нужным 
сказать несколько слов вообще о дифференцировании и интегри- 
ровании. 

* Эта оценка (в левой части подразумевается знак абсолютной воличияы) — 


необоснованная. Для получения прввильной оценки нужно применить отдельно 
= ныждому из рядов 


Ульнонь= к У иаь 


= ча 


‘рассуждения, примененные выше в ряду (4). 
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ПУ) 


Нишем для крохкоети 9(2) вместо 


4/ (2) 
а 


Под $(®} должно разуметь функцию от =, которая происходит 
в уравнении у 


9 ани, 


когдь с уменьшением # исчезает Н. Обратно 
ед = о ае 


такая функция от т, которой дифференциал дает ©() или, вве 
равно, которая* предефавляет границу приближения, когда в 60- 
держании 


| Ге —7@®) 
ъ 


# уменьшается. Как екоро это условие выполнено, то /(2) опре- 
делено достаточно, кроме того, что /(=) допускает еще прибавле: 
ние произвольного постоянного. Действительно, пусть 
фе Е®. 
Надобно, этобы 
Геи, Ретю-Еы 
в в 


Ф®)-- 5’, 


где Н’ исчезает вместо сйи Н, а следовательно 
Рето-—ге) 
й 


тоже должно исчезать вместе с #, не представляя никакого поете- 
пеняого и непрерывного изменения с 2*. Между тем, если это 
содержание зависит от и } вместе, то с уничтожением # колжно 
бы еще оставаться функцией от я, а нотому оно и для всякого й 
не может быть функдией от 2. Это значит, что Е(2) постоянное. 


< Выеого олова «ногорадь должно быть «по отношению к которой 9 (д)», 


* тост задет, Р-Р ша куш пожднстьоио (шозыы 


имо от 2). 
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Впрочем, звилючение, будто функция от двух переменных чи- 
сел 2, В для #==0 остается еще функцией от 2*, во всей обшир- 
ноети понятия было бы несправедяиво, а потому и нужно обратить 
внимание на то, каким образом. 


Реь—го 
за | те 


принадлежит именно к тем функциям от двух чисел м, №, которые 
всякий раз делаютея функциями от 2, если # =0 и вели Ё(2) дей- 
ствительно изменяется вместе е =. 

Общее понятие требует, чтобы функцией от х называть число, 
которое дается для каждого 2 и вмеете с х постененно * изменяется. 
Значение функции может быть дано или аналитическим выраже- 
нием, или условием, которое подает средство изнытывать вое числа 
и выбирать одно из них; или наконец зависимость может суще- 
ствовать и оставаться неизвестной. Например д функция от з, 
которая выражается аналигичесни; но корень в уравнении пятой 
степени будет функция последнего члена®, лля которой аналити- 
ческого выражения еще ме изйдено и которая определяется самым 
уравнением, ках условием. В строгом смысле должно сказать, что 
ни чех и ни других функций значения не даются прямо, но всегда 
ограничиваются условными уравнениями, а потому и вычисляются 
большею частию только приблизительно. Например квадратный 
корень цепого чиела, если че будет также целое, выражается уже 
бесконечной дробъю, где дееятачные одна за другой отыекиваютея 
помошию испытания. Нежонец условия, которым функция подчи- 

зы нена, могут быть еще неизвестны, | тогда ках зависимость чисел 
уже существует несомнительно. В таком случве предположение, 
будто функция выражается аналитически, должно назвалься про- 
извольным. Правда, что еще но вотречено тавих примеров, где бы 
зависимость чисен не могла быть предетазлена прямо или условно 
анашитичесвим выражением; однако ж нельзя быть уверену совер- 

* То-еоть но может обратиться в постояняую волизниу, 

* Здесь (как м во многих других местах), олово «постепенно» приме- 
няотоя ‘ме хак матенатаческий термин, равносильный соврешенному термину 
«нопрерывноь, Смысл фразы, очевидно, соетонт н том, что значения функ- 
ции даются для наждого 2 и изменяются по мере тою, как изменнехся х. См. 


06 этом во вводной ототье, стр. 15—16 ищет. тома. 
© Прн заданных значеняях кооффициентов. 
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ыы СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИЙ РЯДОВ 


менно и в том, чтобы другое предположение пе привело таже и 
х новому решению. В раесужденни моем о началах Геомстрии 
(Каз, Вест. 1880 т.) принимал я зависимость угла от расстояния 
вершины до точки на боку, где периендикул делается е другим 
боком параллелен, разумея под линией параллельной таную, которая 
начинает пересекать с малейшей переменой направления к одной 
стороне*. Лено, что здесь понятие о зависимоети заключаотея 
в самом определении; но допускать какое нибудь аналитическое 
выражение, значило бы ограничивать уже обширноеть предлоложе- 
ния. Вот ночему, означая д расетояние вершины от нерпендивула, 
назвал я Ё (2) самый угол, ниснолько однако ж не разумея под этим 
знаком какую нибудь аналитическую функцию от 2, а желая только 
сказать, что угол Е(2) всякий раз дан вместе с расетоянием х. 
В последетвии уже доказывается, что Е(2} действительно анвли- 
тическая функция и определяется уравнекием 


1 
60% ЗЕ (2) ==, 


|где е основание Нениеровых логарифмов *. Кажется нельзя сомне- 
зваться ни в истине того, что всё в мире может быть предетавлено 
числами; ви в еправедиивости того, что веякая в нем перемены 
и отношение выражается аналитической функцией. Между чем 
обширный взгляд теории допуекает существование зависимости 
только в том смыеле, чтобы числа, одни с другими в связи, при- 
нимать как бы данными вместе. Лагранж в своем вычисленни 
фунеций (Сёйси? 4ез ТореЙоня), которым хотел заменить дифферен- 
цивльное, столько же, следовательно, повредил обиирноети поня- 
тия, сколько думал выиграть в строгости суждения. 

Итак под названием функции должно вообще разуметь число, 
которого постепенные? изменения даны и зависят от изменений 
другого, хотя бы совершенно неизвестным образом. Означаем {5} 


* См. том 1 няет, издания, отр. 195, Речь идет о функции Лобачевского 1} (&}, 
которвя в сочинении «0 началах геометрии» обовначелась через # (2}. 

* Сы. том Т наст. издания, отр. 205, формула (17). 

® В этой фрае оодоржитея строгое определение понятия фунвциочальной 
зависимости. Дирихле сформулироваи опредоление функции, равносильнов ойре- 
делению Лобачеваного, тремн годвми поанное (в. 1837 г.}. Сы, вводную статью, 
стр. 15 и 16 вает. томв, 

$ Слово «постепенные» адесь имеет смысл «последовательные». 
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функцию сот 2, которая, меняясь с ф, вепрестанно возрастает * от 
определенного $ до х==а. Разденяем в-—х на { равных чветей и 
полагаем 


Пуеть числа в ряду 
Е(%), Ре), Ре --21),..., (а) 
[всегда известны, как бы ни бышо мало й, которое уменьшается 
беспредельно с возрастанием &. Содержание 
Кети 
® 


должно изменяться вместе с й. Пусть для # >} 


ж тому 


ВЕР Ро Е р 
р и — 


или, все то же, если 
Ре-Ы —Ретма— — №) Е(2) 
т =Е 
2% 
для всякого х поетеценно уменьшветея вместе в й ло того, чко 
может сделатьея нак угодно малым, то функция (2) получает 
название непрерывной* и предполагает для содержания. 
Ее-- в) — Рав) 
й 


траницу, к которой ведет постепенное уменьшение й и которая 


будет 
; ава) 
| аз ^ 

Напротив, если Е с уменьшением # приближается к какому ни- 
будь чиелу более нуля и перейти 28 такое число не может, то 
функдия #Ё(7) разделяется на две, которых соединение предста- 
вляет точку грубого излома в кривизне линии ®, где оканчиваются 


+ Это ограничение нужно Лобачевокому тольно для того, чтобы равностые 
ЕтУ-Р быши попожнтельны и чтобы нобожать, таким обрь- 
зом, необходимости говорить об их абоолючных величинах. 

* Слово «ненрерывнащь Лобочевокий воегда Употребляот вместо «биуференци- 
руемая», в вместо современного «пепрерывиья» говорит «иостеленная» (ом. стр. 48 


отношения 


`нвст. тома). Ом. тамше вводную статью, стр. 15—16. 


Ф Речь адесь идьт о нарушении гладкости линии, & 50 0б «йвломе в вририанеь 
в современном смысле, который свизан с поводонием второй производной. 
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вершины ордонат Р(2), пермендикулярных к оси х. Еюли этот пе- 

релом кривизны происходит именно в точке, которой коордонаты 

=, (2), то полагая й’==—й, получим выражение 
Ре----Ре—В—2Р@®) 
И, 


которое для непрерывной функции Ё (52) уменьшается беспредельно 
сей, а для ломаных функций Р(%) и для некоторых х не пере- 
ступает в& известную травину уменьшения *. 
Когда число $ так велико, что разноеть 
Ре га) 

для веяного х нечувствительна, тогда все данные значения Р(%), 
от и=а до х==а, могут быть заменены аналитическим выраже- 
нием 

Ра) = Ра) АО)... НЕ АМЕ(а)*, (1) 
| где 


АХ (а) = Е(а-- в) — (4), 
А = Р(а-|-2в) —2Е(а-|- в) | (а), 
АР (а) = Р(а) Рав Р(а—2)—... 
ели 5 этому полагаем 
АР) = АР (а) -- АР (а)... РЕ МТ), 
48 (®) = Азар (а)--... РЕ ЗАИР) (8) 
и т. д., 
то содержание 


В(#-- А) — (2) 


Аа 
с уменьшением \ приближается к границе 
В 1 ла 1 3 © 
аЕИАРЫ 5: АР (2) 5 48) ...] , 


* Вторая часть утвершдения неверна. Указанное выражение может етре- 
миться к нушю, когла Е(2) не дифференцируема (и даже когда эть функция 
разрыкна) в точно 22. 

* Лобачевоий здесь (и веюду вообще) применяет обозначение 

эв _ (8—1... —-- |} 
= 
т! 

© Вырвжение, стоящее в правой чвсти ннутрк фигурной скобки, предотевляет 
собой воэффицивнт ири первой стелеки \ в разаожанни 2 (д -|- 2} —- Р (2), ко- 
торов нетрудно получить из предыдущих формул. 
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которая может почитаться только в том случае вв 


48) _ Ре) —Р@) 
а ® 


для ® ==0, когда функция Р(#) непрерывная и когда, следовательно, 
с уменьшением ® исчезает выесте 


р Ты,  ТыРо... 


Пусть теперь 
ат(и) 
а 
для всякото & от #=а до п==а, и для которых значений рассма- 
триваем также все числа Р(2) данными. Увеличивая число $, 
должны находить 


—=0 


Ре -- в) —Р(@) _ ара 
9-20 4, 
® 
где чисно # с возрастанием $ уменышается и делается наконев 
нечуветвительным. Если Р(%) поетоянно растет от п==а до #==а, 
то числа # должны быть положительные вместе © разностию 


(а-я) — Р(ж)*. Называя К самое большое из них, нолучим 
тег <к. 


ен Ее) 
5 <, 


Р(а-- 38) Ра --9е) 


5 


<Е 


и так далее до 
ара =) < 
|для венкого пелого числа ^> 1. Складывая все уравнения, 


находим 
Ре№-Р) <ак 


или, полагая да =, 
7(--)-7@<ьк 
= Знак водичины Ё связан со энаном Р“ (2), и поэтому п такоН общей фор- 


мулировке утверждение Лобачевского несправедлиго; одвько в расоматривьемом 
случае, когце Р’()=Е0, величина { дейотрительно положительна. 


48 СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РЯДОВ 


для произвольного фот 6==0 до 6 = а—о. Число К можно умень- 
шать также произвольно и брать ках угодно близким к нулю *, 
= следовательно для всякого чиела $ 
ва-- =) 
Р®) = (а) 


или вообще 


чиело постоянное. 
Нели даже №(2) будет заменено аналитическим выражением (7), то 
аР 
4) 0 
42 
дает уравнение 


Ато Р-Р. БАР 


куда вставляя значения АР (2), 42 (2)... из уравнений (8), получим 
} 0=АР(а)-|- ЭР@) (. —) + 
Нач [ТУ + 


а = 1 
Ар [ в, 


АР) |ооы те. +] 


и которое уравнение должно быть справеддиво для 


ВО, Е, Выыя,... ба 
После чего находим 
АРТ мРФ... СЗ РЫ 0 
ме Ре)... с’ у Аа) ==, 
1 1 О 
фе МЕ-... С — 
"Е (а) — АР (а) СА РО) =0 
до : 
АР) =0. 
Откуда легко заключить, что 
АР(а)=0, АР(а)=-0,.... АР) 0. 


* Это утверждение Лобачевеким, по существу, не доказано. Понятие равио- 
мерной непрерывности в то время, когда пиовлась ет& статья, отсутетвоваяю. 
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Таким образом, для всякого # находим из уравнений (7) 
2 = 2® 
— постоянное число*. 
Итак, будет ли предположено, что (д) дветея в числах для 
веякого #, или (2) разумеем вах аналитическое выражение, кото- 
рое без чувствительной погрешности заключает в евбе все данные 


значения Р(2), веегда 
47) _ 
@: 


требует, чтобы Р(%) было постоянным, & потому вее возможные 
значения 

{эт / 
должны разниться тольно в прибавочном постоянном, которое 
определяется вместе в начелом интеграла, именно 


[одав ие) — а). 


Обратво, помощию © (2) находим / (>), положизвии для целого числа 


па 
и: 
В 


и принимая 
Еее — 29)... ее), ®) 

тем вернее находим (2) ==/(®), чем а монее. Здесь надобно сле- 

довательно показать, ‘что с возрастанием $ функция Р(=} прибли- 

зжается к известной граяице, которая должна быть (2). 

| Пуеть > и пуеть еще 

ха 


Во-во —29 +... Нее 
Если (2) от крайнего значения и==а до пругого *=& поетепенно@® 
увеличивается и уменьшается, то можно взять $ всегда таж велико, 
чтобы разность двух смежных чисел в ряду 
$(а), (аа), э@--2а), ... 


+ Для того чтобы доказательство было строгим, нужно сначаль доказать 
возможность равномерной впронопмащии функции Р (1) многочленом, 


х Обозваченне Г $ @) 62 употребляется Лобачевсям в том же омыоло, что и 


В 
й физ. 


Ф Здось слово чпоехелевно» уже лермин, равносильный современному «непре- 
рывно». 


2 


4 Зак. 20%, Н. И. Побачевокий, х. У. 


к: 
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была мо величине менее Е. Ноеие чего такая же разность в ряду 
2 (@), Фа В, э@--28),..- 
должна быть Е еще менее по величине, нежели Ё*. Итак 
ФП -@—2 +... нев 70—70 <РЕ, 
@——пз@е-й-2-... 
ее 27) — бое — 29) <1 


Фет -р--ее-ит- 8 -... 
е@—И 7—2 м «РЕ». 


Складывая исе уравнения, получим 
9 —0--9—2) +... +2@-РРЫ<#НЕ 
[Подобным образом нашли бы 
2—9 20+... +39 <#Р. 


Отеюда 
Е(®—Р, (я < (ЕЕ). 


Можно следовательно $ всегда взять довольно большим числом, 
чтобы для всякого #_>$ почиталь без приметной погрешности 


Я, (=) ==). 
В таком случае уравнение (9), когда вместо 2 ставим сюда #--а, 
и $--1 вместо +, дает 
Вена а (9-99) +... +-3#— в). 


После чего 


Р-Р 
это значит, 
4 


тем вернее, чем & менее. К тому уравнение (9) требует, чтобы 


Р(а)==0; 


* Это и дальнейшее следует не из непрерывности, & из равномерной непре- 
рызности фуниции $ (2). 

* Левые части этих неравенств нодразумеваютая изходящимися под енвком 
абсолютной величины. 
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за |елодовательно, 


Р(@® =/® — Ка) 
тем зернее, чем $ в уравнении (9) более. 

До сих пор однако ж значение ф (4) не предполагажось бесконечно 
великим, инале могло бы случиться, что ф(=-[- с) —Ф(2) ве будет 
уменьшаться беспредельно вместе с а, Например, 

?®= -. 
у 
дает 


92) () = 


которая разность увеличивается с уменьшением я *, 

Пусть (2) делается бесконечно великим для крайнего тольно. 
значения 2, которым интеграл начинается или оканчивается. На 
тажого рода интегралы разделяется всякий интеграл 


[ва 
хотя бы $(2) несколько раз делалось бесконечно великим. Также 
14 ДОВОЛЬНО, если мы будем говорить | только о том случае, когдь 
этот интеграл начинается с #==е и когдв $ (а) == со. Собетвенно под 


[2® ах 


Н 
должно теперь разуметь границу, к которой приближается 


{+® 42, 
во 
с уменьшением ® и когда а--® взято между а и другим аначе- 
нием х. Выражение (9} всегда может заменять этот последний 
интеграл, покуда х не нуль и когда $ достаточно велико. Затем 
остается решить, какое зывчение принвдлежит интегрелу 
а+ь 


фо 
8 
или, вее равно, интегралу 
й 
а (а ва) 4, 
8 


* Этот пример пожавывьвт, что Лобачевский бливко подошел & понятию рав- 
вомерной шепрерывяостя. 


4* 
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который надобно присоединить к прежнему, положив ® ==0 после 
интегрирования. Принимая следовательно ® несьма малым и поль- 
зуясь таким обстоятельством, очень часто можно будет видеть гра- 
ницу приближения с уменьшением «. Здесь должны встречаться 
два только случая: иди интегралу 


| эдак 
2 
принадлежит действительное значение с тем вместе, как 
1 
о о (а-- о) 
$ 
для ®«=0; или 
{эав оо, 
8 
котда 
з 
| Ф(а-- 02) 2 
$ 
не делается нулем для ®==0*. Например 
1 
) =, 4 
2) ут’ 
а 
в | 2(а-- 05) д = 
з 
45 
;—===2Уух. 
руз-'У 
Берем еще 
1 
®=т, 
находим 
а 1 
а ; 
: Е 
| следовательно 
{ 48 
Е 
$ 
Если 


1 
9 а, 20, 


= 
* Это не совеем верно, тан как из того, что предел Ша 1) ах 
но существует, не следуст, что этот предел бесконечен, => 
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то 
: 
1 
оеь св, 
; [..] 
следовательно 
а 
Е 
$ 
Когда 
® ри 
Уз авг 
то 


, 
о ра-ы ве 
8 


Вообще есми е(%) от 2==а до ш==Ь не делается бееконечно вели- 
жим кроме (2) = 200, и воли к тому 

ое -= ге) 
{так, что для неопределенного # 


В а, 


то 


Га 
{фаз =) —Г@). 


Если ж между границами и==а, т==с фунеция (2) делается бее- 
конечно великой, то нельзя еще утверждать, чтобы 


ооо, 


8 
хотн бы для неопределенного $ и находили 


Я 


& надобно прежде увериться, что ни который из двух интегралов 


р . 
ебмы, {еб 


* Имеется в виду предел при в -> 0. Перное равонотво приближениое, в пра- 
зоН части отброшены чиены, содерянылие более высокие стопони %; второе равея- 


ство получено при ® = 0. 
В оригинале перед знаком интеграла пропущен мнолкитель аш. 


зэ» 


54 СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РЯДОВ 
не делается бесконечно зеликое число, потому что 
р ь р 
фе [ое] 9 вь 
8 а 


Бапример, 
| 


о отсюда еще не следует, чтобы 


45 1 
я т & 


, 


++ 
ах 
= —® 
= 
потому что 
. о Е 
а (9% 
А 
> : 


Вее такие случаи можно соединить в ‘уравнениях: 
а 

{оаеето, 

$005, 95” 


в +5 + 
[обдак = Го — Ма) | э@ р 45 -[ [| оо’ -...^, 


= (7), 


= о... 


хде 5, ©... падают между и==а, 2=2с, и где после интегриро- 
зания должно полагать в ==0. 
м 
° Все сказаниое до сих пор о дифференцировании и интегри- 
ровании применяем к интегралу у 


. 
$ 603 (флё — 1) |" (2) 4х 


в уравнении (2}. Ясли здесь /”(2) не делается бесконечно. великим 
числом ни для какого значения х от я==0 до х==1, то основы- 
ваясь на уравнении (9), легко заключить, что 


1 
| { вов (ке -— д)" (2) ав -(Р )—0)}, (10) 
: 


* Смысл этой формулы непонятен, Она вера, если функция /'(2) непрерывна 
в интервале (а, ©), но в атом случие вое интегралы в правой чвоти стремятея 
Е нулю; воли же не сущестпует тажой непрерывной функции, промаводная кото- 
рой во весх точках инторвала (д, с), нроме точен $, $/...., равна $ (2), то неено, 
тб следует понимать под Г (1). 
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тде <. 1*, а следовательно 


ры р 
1 й р й 
х # ] вов (#2 — в) (в) 42 == "(1—0 > А 


предотавляет исчезающую строку, которой значение, сколько бы чле- 
пов взято ни было, всегда менее 

3,07 (1) —Р 0} *. 
Хотя бы /" (=) и делалось бесконечно великим числом ддя некото- 
рых = между гранилами п-=0, в==1, но и тогда уравнение (10) 
«праведхиво, покуда /’ (2) не делается бесконечно великим от д==0 


до 2-1, потому что в таком случае на правой етороне уравнения 
{10) должно бы прибавить интегралы 


[ совка — вы ве аео° 


для всех х, которые делают [ (2) бесконечно великим, после интеч 
грирования положив г==0. Пусть вообще 


хи®—г а). 


[9 да, 


| Дифференцируя, находам 
ам_@ з®— 
Яо ча 


Отсюда видно, что покуда %(2), [’(2) сохраняют свои знаки, а сле- 
довательно № растет ®, необходимо по величине . 


$ >Ат 


* Точнее, 7] 1. Равенство (10) сараведлино, если функция {7 (2) знако- 
постоянна нь ивторзале (0.1). Вирочем, дия дальнейщего, по существу, достаточно, 
чтобы {® (2) была ревномерно ограничень, что и предиоложено Лобачевскам, тая 

а 


ав в атом спучао { воз (жа — 4) [* (1) 42 | < бари любом 1 (С — поотонинвя). 
1 
Эго неравенство остается в сиде и тогдь, жопла /"(2) неогреничениа, нью это 
дальше предполагает Лобачевекий, но абсолютно интогрируема в интервале (0,1). 

= В оригинале вмвето 8.07 стоит 2,15 (ем, оноеку Ти стр. 31). 

Ф См. снзецу на отр. 5% 

9 По абсолютной пеличиие. 

1 Это ‘заплючение, вообще говоря, несправедиво, но при зненопостоянсте 
$ (®) и ["(®) можно, конечно, утверждать, что [| метьле мазсимального оначе- 


вия К (2) в интервале интегрирования. 
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Так в ннтетраие 


+; 

| сов (бяша — бо тк) (вору) ев (в-Е Ге # 

-, 
всегда г можно взять довольно мало, чтобы во веем пространстве 
интегрирования 


в08 (фи —®-- 17), ’(#--") 


сохраняли свой знак *, а следовательно по величине <}, и для х==0 


+" 
| созбие —Чш ее тир" е к) @ 0. 
— 

Поеле веего этого мы в праве заключать, что строки ня обенх сто- 
ровах уравнения (6) исчезают, по крайней мере покуда / (2), Г’ 
от х==0 до х=1 не делаются бесконечно великими. 

Чтобы найти еамое значение отроки 


чей . . 
7» } 608 (тж — #0) Р(®) ат, 
= 0 
|мы восполъзуемея тем не способом, которому следовал Г. Пуаесон 
(Зах 1е еа1е0] витеаие дез Нибрга]оз ЧёЙев. Метошез 4е ГАсад. 
9. ваепеев, Гапоёе 1828, р. 571) и наперед раесматриваем строку 


а 1; 
4 
Х= го ах |-2 { У 1408 (те — 2) (2) ат, [108 
[2 о т 

которая для в-=1 также исчезает, как и строка У*. 

Известное разложение 

1 

2 сов (=: 


> 
==1--2 У) в! 08 (жа — 20) 9 
п 


®) 


* Как бы мало ни было положситольноо чиело г, величина с0$ (фир -— фа -- 0) 
но будет эпавопостоянной в интервале (— =, #) для всох $, но, неемотри на ато, 
ерзую теорему © ереднем применнть, конечно. можно, если фуниция {" (2). 
энакоцостояниь в интервале (х—*, 2 -- г), что Лобзчевский, чо-вущоству, аредио- 
лозает. Для дапьнойнтего достаточно и знакопостоянствв /" (2) аи достаточно. 
малом # в неждом из интервалов (р —*, 2), (х.2-|-#). 


* При |#|< Г ряд % в сов (их -— #2) оходитея равномерно, откуда 
Я 


1 


В й 
У [| сов та вы) ед ар = [| [У гов (изв [9 42. ® 
° о 


= 
Однако при и -=1 равонство {8} теряет смыел, так нак ряд вовбих — $5) 
расходится. = 

© Это равложение имеет место при || < 1. 
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дает 


Яр еов (ие — в) Буг, 1105} 


1 
— 
х-| (1—1) 7 (2) 4 
1 
з 
& с переменой в на 1—р 


Г в (2— в) /(2) 
6 4? Ра (=—в)-1—в№ 


Чем менее р, тем ворнее следовательно можно принимать 


А й 
{ло + 2У | — _вИ (0 =. Ге 
Ю В р) 


Здесь границы интеграла могут быть еближаемы до тех значений 
=, дия которых уже нельзя без | чувотвительной погрешности прене- 
брегать р в зпаменателе и для которых можем следовательно почитать 


+ То-веть 
1 


Зы 1(2) 42 
| 
$ 4 ры = во, ааа 37. 


1 
Виа ег 
во 


Подробное доказательство дано в примечании [#. 
* Дейетвительно, ках бы мало ки было положительное число 5, 


0—8 
== . 
Гав ди | 879 о 
д | 270 а о = 
#0 | а авы „> 1. 1 де 
= э* 
® ® 
-| 3274 и 
и я , о 
ва 
= (р ор ваша АР 
=—$ Га |< 
5 (ен 5 ва-не 57 
=. 
хи соль 


(2-ой 


пра в-*0 и поотоннном 5 (0 — иекоторья положительная постоянная). 
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СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РЯДОВ 
Если ®>>0, < к, то, полагая 


получим 


три, 


т 


: „ 
| гора 2-2 | 


а” *' 
тде крайние значения г подчинены только тому условию, чтобы. 
за малоетию в” можно было пренебрегать разность 


57 — 50а (7), 
а потому чем меныне в и 5, тем вернее уравнение 


А 
{ [(®) ав--зУ= Ве) (Е } ато фапе г 
: 
с уменьшением в можно, следовательно, увеличивать г до бесконеч- 


ности и переходить к границе приближения со всей строгости * 


й а 
2 (=) -( ака У {оз (2—9 аа, 
8 га. 


92) 
{покуда /(%) в переходе от (2—8 к #( 


о 
=) сохраняет посте- 
пенность. В противном случае 


у (*—) + (+2) = | рано у оби) 3} 
з и. 


тде под (= —5), (++) должно разуметь те два значе- 


ния (7), кохорые отвечают х = -; © нарущением постепенноств #. 


= При помощи преобразования 5 — и, 12 — в == # получаем: 
«18 


оны 
{ Зы{ (5) ах 


_ { 2704 
Нить — РА (о 
ы 


причем "+ со при р -+ 0 и постоянном &. 
* Обоеновьние этого сы. в примочвния {. 


© В современных обозиьтониях: / (2 5). не 
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Еоли в ==0, то полагая 
паек 


и принимая р’ столько малым, чтобы дозволено было перебрать 
{пренебрегать} разность 


в — м (м), 


уравнение (11) надобно будет переменить на такое: 


. [в 
овчау-х| =) 


Наконец если ш-=л, то отавя 
пр-т — ре 


и принимая в’ столько же малым, как и прежде, из уравнения (11) 
находим 


. ; 
2 
1 рав -т=- 
} =} 
После чего уменьшая ру и увеличивая 7, приходим в границам 
1 ` ют 
Ко = | 19 ава У, [ соз (фи) г (т) аз, (9) 
ы 
и со ‘ 
по [ Го) 4е--2 У  Сгсов бд Г) 40". = (15) 
$ то 


ели «< 0, > —*, то в уравнении (11} нельзя сделать 


1 
я (пе © 
э ) 
бесконечно малым, & следовательно в таком случае 


. ит 
{где 2 Х [совр — 0) (д 4е=0*. . (16) 
© то 


+ В более общем случае нужно в левой части равенства (14) пновть /{4-0}, 
з в левой частк равенотвя (15) писать (1 — 0) или, в обоувечениях Лобачевского, 
воотвохотвенно / {8} и /(1—). 

* Этим докаовно, что равенства (12) м (13) дакиг при — яв < х разложение 
в ряд Фурье фувкции, совиздающей © 3/(2} в ивтервеле (0, 1) и рывной нулю 
в интервале (--1, 0). 
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Если сюда ставим —х вместо 2, потом /(2) вместо /(—2), —® 
вместо я, то для «> 0, «я получим 


[ока $, [ овбив — м) еда =0*, 
—1 1, 


а в соединении с уравнением (12) 
о м 


#(#)- У 100 @е- У | = 4) (2) вх. (11) 


| Если в уравнении {12) ставим х-|- 1 вместо х, потом /(=) вместо 
Е(е-- 1), то для о< 0, >--к находим 


2/(*) - | 1 (в) дер у {пабы Гб а *, 
Е пы 


а в соединении с уравнением (16} снова получим уравнение (17), 
которое таким образом позеряетея для значений ®>0, <т или 
930, >—= 

Если в уравнении (15) ставим —= вместо х, потом /(2) вмоето 
{{— 2), то еделаетея 


о 0 


, 
и-у= [фе У | {— ого бе) Года, 
- Е 


а в соединении с уравнением (15) 
с +1 
НЕ У 4+ У) {Суон даа. (18) 
т: 
В уравнении (14) поставя —% вместо ш, потом /(2) вместо /(— 2), 
получим 


0-Е ый Ре) у { 608 (фз) (а) аа, 


т: 


® 7(— =), а спедовательно, я Г (1) в этом равенстве — произзольныя функция. 
(удовлетворянищая, комечно, условиям, при которых доквавнь сходимость раде 
Фурье), м левая часть этого равенства дает, следовательно, разложение в ряд 
Фурье пюбой функции, равной нулю пои 0 < «Си, в частночти функции, совпа- 
дающей с / (2) в интервале (—1, 0). 

* Это равенство получается из (18) подстановкой х==Ё--1 при помощи 0б0- 
значений вто м, {2-0 =Йа). 
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8 в соединении с уравнением (14) 


со +3 
дот | га, { сов (фто { (2) @т, 
1“ 
| ИМтав если в уравнение (17) ставим то вместо в, то для всех 
значений ® между границами —\1, -|-1 и покуда функции /(®) 
принадлежит единетвенное значение *, находнм 


со +1 


2 т а У [вне 69) 


пе 


Если ж фунеция /(2} прерывается, а потому /(«} принадлежат 
‚два значения, то, каж требует уравнение {18), 


ее + 
терь) $ о : у { 608 # — в)/одат. (20) 


Наконед, если ® = 3-1, то уразнение (19) заменяетея уже урав- 
нениом {18}. 

К уравнениям (18), (19), (20) можно идти прямо, доказывая 
наперед исчезание написанных здесь строк и основываяеь в этом 
доказательетве на уравнении 

ие . . 

{ сов бт (в — в) Ге) ав 1 ки) (О-о 


= 


. и 
ус | сое чуда, 20 


п 
м 
т —1 


которым должно теперь заменить уравнение {2), будет ли функ- 
ция /(2) постепенная или нет; но | где однако ж, как мы уже 
заметили, /(2) и ’(&} нельзя еще предполагать бесконечно вели- 
кими. Тэзх например, в уравнениях (18), (19), {20) можем прини- 
маль /(2)==1 от #=-—1 до а==--1; поеле чего из уравнения (19), 


* То-воть, пока /(%) в тозке 2 == в лепрерывиа, В точно раврыза первого рода, 
функция имеет, по терминологии Лобачевского, двь вначения. 
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положивтхи здесь для сокращения ® — 9, ваходим 
+ > 
2= 1 1-2 Усов (та) аш *. 
> т : 
Отсюда 


+ 
т (5-55) = 
2 АТР 


— 


иди 


тде после интегрирования должно етавить $ =с0. 

Если же в уравнении (19) полагаем о 0, `/ (2) =1 от х==— а, 
до «-=--а, резумея «<1; для прочих значений 2 принимаем. 
Га} ==0 от ==—1 до == — а, от -- а до #==+-1, 10 находим 
подобным образом 


2 : т 
эл [: +5) = 


в — пе 
2 


1= 45 (22) 


5 


= тем вернее, чем $ более, хотя.бы число а было столько малым, 
что бев чувствительной погрежности могли бы нанисать 


Е 
за [пы 
Пя 
2 г * 
$ 


* Вдось запись у Лобачевского незинуратная, Нузено пиовты: 


+, 1 . 1 
== }мижоае | аечода |0 совр) ат, 


нах это следуот из (19). 
Впрочем, носкольщими строчками нижо Побачевовлй сам унавываот, что пере- 


ход в пределу совершается после интегрироввяия, 
* Действятельно, 
а 


м } в (;-4- 5) я 


++ . 
т 
% 2 
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Пусть теперь 


то для $=00 получим 


1 и 
= Гея (23) 


3] 


Этот интеграл, таким образом, выведен из уравнения (11), где 
положив «-=0, а траницы интегрирования нваначив х==-ра, 
=—=-|-0*, получим 


а © 

от" Уи [24] > 
2 ви" 1 

Сы 

— уравнение, где после интегрирования должно полагать #==0, 

и в справедливоети которого не иначе можно быть уверену, как 

доказавпи наперед исчезажие вдесь бесконечной строки. Далее, 


интегрируя, находим 
^ дю ше ( =) и 1 + 
пу а-ь 2 ь 


© 
1 1 в 
= 52+ Ут, 


{© <а-<а), вах мало бы ни было полоавительнов число е, воли @ достаточно мыло, 
* С учетом доказанного ранее 


ат 
#0 (+5) = 
2 = ша а ем Ба { м в 
Ы 


8 ао гы = воз * 
5 ® 
Вр а [| а и, 
8-0 % ы 
: 8 
* То-ебть положив /(=2)==0 в интервале (а, 1) и {(2) =1 в интервале 


© а <. 
Ф Номер формулы (24) в оригинале пропущен. 
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& полагая в ==0, 
1 м: 
5=а—я- У ява тд). 


т 


Уравнение (24}* можно еще предоставить так: 


тайги” № = ы а-2 У 608 ка) да 


авиа 


|: 1 
аа 1 а (+5 


тат 2 . 1 
2 2 = 
ват 5 "а р 810 5 ха 


< тем условием однако ж, чтобы после интегрирования на одной 
стороне полагать р =0, на другой $ == оо, как бы «а впрочем ни было 
мало. Полагая а столько малым, чтобы вместо ат ка можно было 
отавить самую дугу, потом принимая в==0, $=09, получим опре- 
деленный интеграл (28). 

Вели которая-нибудь из функдий /(#), /’@:) делается бесконечно 
великим числом для х=4а между границами 2==--1, 2==—1, 


то взявши $ Произвольным числом, интегралы в уравнении (19} 


должно распространять от #==—-1 до #==а—&, от =а--8 до 
а—=--1, потом во второй части уравнения присоединять интеграл 


3 [2 
рт о | 2 У 8—в)} 52+ 


3 = 
ты 4+2 У сон (а--8 в) а 98+, 


# В тексте одебь осылнл на фофмуду (23). 
*в пой записи 


ревю ыы {@—3— 5) 7-98 
$ 


+2 Е етьюь$ (моча угочиа, 


#18 
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зю |или, все равно, 


:Г =) ера) 


эт Тв) 


+1 ча 


7—9 0- 


т Геа--)*. [24а] 
ватта — в) 


Когда а-—в не нуль, чо можно 8 взять так малым, что 


р и [= | 2) „5-е За 


8 
+—1 (= } 5) а 5 туд». [мы 
2 —-я(а— а) 
2 } 
Если теперь /(@) = 00, но 
+5 
| ие-- 8) а8 
3, 


< уменьшением 8 исчезает, то мы видели уже выше, что в таком 
случае Р-=09. 

Если {(а) число конечное, но {’ (2) = со, то веегда можно 8 взять. 
таж малым, чтобы ночиталь 


в-— 1 ( Е еда 


2 т жа) 


аа) ыь (4 5) оба. 


ат 1. «(а—в) 2 
2 р 


> Здесь повой части пучшо писаль Р( 5), причем Р- Шш Р($ 8. 
о 


* Точное; абволютная величина разности можду правой частью Р’(& 8) озого 
равенотьл и правой частью Р(#, 8) шедыдущего раненохва можег быть при пю- 
бом $ сделана меньше любого положительного числа, если $ достаточно мало. 
Подробное доназалольство см. в примечании [%]. 

© Обоснование этого утверждения см, в примечании |]. 

9 Точнее: вели Р( 8} - выражение, стоящее в правой части этого равенства, 
ор) —Р, >06 при 3+0, 


5 Зав. ава. Н. И. Лобачерсиий, т. У. 
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После чего 


| Р И ов) во 5: 
—*={ (+5) в) |— 
Гат [в {(# | 5} в 5: | 


хеш (аа) 
— с [(: + 2) (@— 5] ; 


следовательно Р уничтожается с воврастанием #*. 
Если @=а, то 
5 


. 
: 1 . . 1 
т 1} = ва (#4) =8 
а [+5 В +3 
р -газе-о - @--8) в. 
2 . Т 2 . 1 т 
эт >. лё эт 57 8 


Если к тому /(а)==02, то само по себе разумеется, что урав- 
нение (19), давая на одной стороне значение /(@), не: может пред- 
ставлять на другой иечезающую строку. 

ели ж /(® конечное число, но {’(и)==00, то ввегда & может 


быть так мало, чтобы почитать 
) ь . 


Рег "| 


о] 


аш (+5) 2 


вт пё 


#8. 


ЗВетавляя сюда значение интеграла (22)*, получим 
1 
=> (/@—®--^е-9, Г 
где 8 бесконечно малое, а нотому /(#—8), /{а--8) будут два зна- 
чения /(2}, когда ностепенность функции нарушаетея для ха. 
э„ Ески ж в переходе от | /(@—8) к /(а-|-8) вохраняется постепен- 
ность, то ==. 
Между тем уравнения (19), (20), когда на друтой сторове 
з бесконечной строке отделяем часть Р, должны представлять. 
® Здесь довазало тольшо, что ‚Ишь 2.8) =6 дожазательство того, что 
с 
№ш РВ =0, приведенное в примечании [$], годится и дая этого случая. 
зто 
* И переходя х пределу при #-+ со, 
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значение /(4) в случве /(1)==0 от а=а—8 до #==е--$; смедова- 
тельно, оба уравнения и теперь верны для {' (а) == со. 

Исчезание и значение строки (19) кажется мне теперь вполие 
доказано; однако ж предложу я здесь еще другое решение, которое 
с такою же строгостию может быль соединяет более простоты и 
краткоетги. 

„Доказательство, которое дано было выше на исчезание строки 


во 
1: 
р 
з 
п 


остается без существенной перемены и для всякой строки. 
> 
Тс 
У Еве а), 
1 
хотда знак суммы относится к числу 1, какие б\ вирочем дуги ®, я 
ни были. Например строку 


= 
т . 
Ув 5 
з 
5 
| надобно почитать тоже иочезвющей, & следовательно и допускать 
уравнения 
— < 1 . — ах 
Тов (1-Е е°7= Ух зов УЕ), 
т 
х т: а: 
ока е-°7®) = — У 605 — УТ) 
т 


которых разность дает 


(Е =) У пы. 


Приеоединяя сюда 
1 Ру 
= У- Нове > 
получим 


= Ты Уно в. 


68 СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РЯДОВ 


Отеюда для положительного в <= 
зе-9= Узы „, (25) * 


как это было уже найдено выше по другому способу. 

Теперь рассмотрим зависимость двух функций Е (2), /(2), пред- 
ноножив для произвольного чивла в >09 
+9 4 


| Усова) 7) 42, 26) 


—< 


Е(а) 


-в 
зи: |где внек суммы отновится к $, и где впрочем нет необходимости 
разуметь чиело членов в строке бесконечно великим, оставляя на- 
значаль $ в последетвии, как точность вычисления того потребует 7. 
Умножаем уравнение (26) наз 4% и интегрируем от «== до 


#2 —5. 
е а 
[том 5 | У вова (2—9 6) 
: Е 


ава вы (оов $ — сов эр #7, 


где для $==0 надобно привимать 


1 шв — 5, А щае--е, Сми, 
* $ # 


а следовательно и уравнение писать иначе; 


вы ь ИЕ ь- а [Енне а) — 1546 еда. 
$ —е 1 


* Это равенство справедливо при 0 << 2л, 
* В оригинале здесь ошибочно стоит номер (28), уже зотречвншийея выше, 
© В дальнейшем, как это видно из тонотв, предполагается, что 0 < а г, 

© В правильной зашнен 


а 
в«-зУ [неф эго. 
о-в 
$ То-еоть в дальнейшем под Р(>) Лобзчевоний понимает частную сумыу 
раля (26), и, тавим обрызом, в следующих далее выжледнах мрайние значения 
индексов суммирования следовало бы обозначать нз через —с0 и +05, как это 
деляет Лобачевский, а, соответственно, через —ф и #. 
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Здесь 
оне ао 


в 


он] Гедаг-- 


++ й | 25 у наи зуда. 
8 а 


Евли разумеем с>0, «а, то, основываясь вв уравнении (25), 
находим; 


в | ыы до} Гдае-= 


ое эро ти эра 
[2 1 & 1 


[енао в [в-дтоы". 
3 : 


|. | Уве : эк ав | & гс) а 
3 


8 п 


1 


— [в-+9о-— (колее [кгс 
: : : 


После чехо 


О 


оао ое 
‘ 


* Ссылка на равенство (25} понзомнает, что Лобачевекий переходит к пре- 
делу при #- со. В правильной записи фавенохво, к которому приходит Лобачев 
‹ В 


сыий, чалово: 
В $ 

пт ({$+2У : ве 2 да = [ед гоае- | в - эль. 

. ры $ г 

Запись вовх дельнейних предшествуялщих равенству (87) преобразований 
тако ноудачны: предельный переход при #->с0 должен следовать за вычиеле- 
нием соответствующих интегралов. Обоснование предельного перехода под зна- 
ком интеграла см. в примечании |. Аналогичным образом обосновывается пре- 
дельный переход и в следующих далее равенетвах. 
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Таким же образом для 620, 6 
а 


| о оо 


—а 


, . . 
[ев [ даь-[в-—9 9». 
: р 
Наконец 
(о) бот [а 4=*, (27) 
Е Ф 


зв | Так квк границы $, с интегралов совершенно произвольны и 
могут быть оближаемы до равенства иди по крайней мере до эле- 
ментов [Р(2) —/(2)] 4 в одинаковым знаком, то необходимо для 
х=0 

Ра)-==!®)*. (28) 
Таким же образом могли бы доказывать справедливоеть нослед- 
него уравнения для 2< 0. 


* В правильной записи 


до. | вода — "| Геза, 


хде 
в 


В . 
в «= ИУ И] [(@) 92. 
* 


Инь 
В этом равенстве содержится тгорема, утверждающея, что если функция /(2) 
збеолютно интогрируема, то почленное митегрирование ее ряжа Фурье (даме 
в том случве, когда этот ря расходится) приводит к сходящемуся ряду, сумма, 
которого равна интегралу от функции /(2). Эта теорема была ввовь доназана 
лишь в 1906 г. Лебегом (Гереявие-— есопз виг её вбщен у ровотабЧатев, Ра- 
ма, 1906). 

* Здесь у Лобачевелого отибна, езязанивя с отмеченной выше незккурат- 
иослью обозначений, ме пооволяющей судить о том, совершен ди уже предельный 
переход ини нет. Равенство (28) справедливо лишь в том случье, когда звренев 
извеетко, что ряд Фурье функция /(х) сходится, +. ©. существует предел 


(о) = на Р, (6) 
ыы 
р в В 
Тиз фра { Бла Ры = [в 4». 
язь Зы } 


Тажны обравом, выводы, которые в дальнейшем Лобачевский делает ма (28), обоб- 
жованы только при отих предположениях и поэтому ие представляют интересе. 
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Нели нанротив предположим е> а, то 
З Е: 
т... 
Дронова 


в 


|. | оные еда | п 5 : чае) ода 


= [етого 


Й. и а; вв ее- 2 еда | виа, 


следовательно 
а 


{+ зе 


= (в аа | экз аг. 


Ю $ 


Если к тому снова 50, то 
в в 
[Ро ао = [ут 
ь Н 


тат Коли ж $ < а, то не трудно таким же образом найти, что 
ь ь 


| Р(а) 4 -=* о а. 
} > 


Из послелних двух уравнений и с помощью (27) следует, что 


иля бра е>ё 


с — 
{ыы =0, | Рош. 
® — 

Это значит, что для ха, < — в всегда 

В{5)==0. 

Другое заключение можно отеюда вывеети еще то, что уравне- 
ние (28) справедливо и для /(2)==0 между инавестных границ; 
з следовательно и тогда, когда между тех же границ поставится 
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новая функция от х, так что в уравнении (26) функция /(2) может 
быть постепенна или нет, ввегда 
Р®=«И (=) 
для г<-ра, >—а Так же 
Е()=0 
для 2 вне границ |-@, — а. 

в | Уравнение (28) не должно быть еще принято для всех значе- 
ний 71), потому что оно выведено из сравнения интегралов (27), 
которых елементы могут разниться, как скоро число таких огра- 
ничено. Итах, обтаетея исследовать, не ирннадлежиг ли функ 
ции 1х) особенных значений, которые нарушают постепенность. 

Выражение дия #2} в уравнении (26) можем предетавить еще 
в другом виде, как это делали и прежде: 


и ва (+56) 


т 7) ат *. {29} 
Эа = (2—®)} 


тот 


Бели /(х)==1, то 


Р(«) хан «)} в * 
—а 1 


© ы 
а УТ в—в)--У, аш (а-- 9) 
з а 
поеле чего находим, основываяеь на уравнении (25) 
а 1 
вы { ($ + з) #—)] 


т ах 
т >@ —®) 


= 
—а 


мли, ставя х--® вместо т, 
За 1 
т (; + 3) 2 
"— ЕО 1 х ыы 
2 


—а-—ь 


* В правой части имеотсл 2 виду предел при #-+ со, Это замечание относитен 
твкясе ко всем дальнейним выкладкам. 
* В правильной записи 


а ы 
РЗ в, оз Уно е ма 
— п 
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=, [потом для в=0 
а 


в (+5) 


шт 
2 


@х. 


Откуда для 8 бесконечно малого положительного: 


а (1+5) 


. 1 
т 8 


8 


@, (30) 


«= 


б 


для а, $ произвольных с одинаковым знаком: 


Э 1 
за (+5) 


ах. (81) 
, р вт 8 


Есни в уравнении (30) ставим 
(+: 
и принимаем 2==00, то получим 


1 а . 
> рии" . 


Уравнение (29) делаетоя, когла вместо « пишем «-|-8* 


9-58 1 
1 и (; + 2) = 
Ре) -5 т ее), 
. а 
в 
тогда как для 8=0 
44-5 
р ат (; + 3) = 
2@)=5 т Ге -- з) ат. 
но = 
2—5 


* Строгое обоснование этого равенотна см. в повснениях м выводу фор- 


мулы (28) (оноожи * ив сэр. 62 м * на отр. 63). 
= Сначала делается подотеновка 2 = {-|- ®, & затем в заменяется черев + &. 
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зы | Ры--9—Ро = 


{ео -- 8) —Гае-)} @-- 


—-— 


эта (;- 3) е++9 
1-94 


вы ера) 


1 ще (2+ ея, 


Эш Те-аы) 


ГСра-=-- 8). 


Последние два интеграла для & бееконечно. малого могут быть 
заменены такими: 


5—5 


1 Е (; + ) Е 
4—5 —_— 


эт = 
5 ® 


а 2 а 


и зоглаено с уравнениями (30), {81) делаютея нулями, кроме случаев 
®=-=а, дия которых обращаются в к 1(-—@), либо в т «/(-- а)*. 
Итак полагаем 
НЕ 
а (; + 5) = 
ера) — Нео 


2 эта т Е 
5 Ро 
Означая № накое нибудь положительное число «а—, интеграл 
принятый для Р(в--8)—Р(%) можем разложить на три: 
в 
а + 5) = 
5 АР е-ро-- 9 — Це а} 45, 


тои 


В 


* Это утрерждение но обосновано, Для его строгого обослования мозено, воиечно, 
предположить кусочную момотонность функции /(2) и повторить докавачельство 


Дирихле. 
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9 р ст 
3 вт [1+] 
а 8—5 - {Гео — Не-а, 
вт я 
+8 2 
+5 
. шо (5+ = | 
Т=5 — ев) Ге-ра)} а. 
вт 2 
“ 2 
Повуда /(а) от = @ до п=—й--в--8 ист = Во до 


%=а--& сохраняет поетепенность и непрерывность *, разность 
(е-ро--)—Ге-- =) с уменымецием 8 может быть сделана как 
угодно малой и представляет 8./'(#- «) *, а емедовательно 

в 


Е: (+5) 


Ва ге-ое, 
9. этот 
а" а (: 1 
1 т 2) ы 
98 — Р(е-Ра) 49; 
вт от 
А" 2 
таким же образом нашли бы 
Е(&)—Р@®—9)-= 
1 
о, 5} @--э 
8-55 |- е--ь-- 9 — (#0) 48°. 


Ст 
(2 
Е (2--8) 
Предполагая однако ж нарушецие зтостепенности значений Р(2) 
в переходе от == -|-8 к х=ее, как бы 8 мало ни было, мы должны 


допускать уже, что постененность сохраняется в значениях Ё(т) 
от #=®—8 до 2==9, и потому разность Л'(е} -— (в — 8} почитать 


* 'То-есть непрерывноеть и дифференцируемость. 

* Точное, 877 (2 -- Ф-- 88), хде о 

© В яравых чаотих этих двух равонетв вместо /"(2-4-®) пужню писать 
Гефь-+®). 

Жоли функция (2) такова, что пределы митегралов в правых частях этих 
разовое при {= со существуют, го Нш Я == Е 8=0. 

© Здевь через В и 8 обозначены ке те величины, что раньше; одвахо и одесь, 


при оротвехотвующих предполояеящях, Ша В - Шш $ 0, 
> 
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за нуль*. После этого 


вы | , 2-8 — Ро) = 
+ 
РЕ - (+=) р 
25| т Мао 9 —Ге- в} 8 — 
РА вл 52 
+ 


а (; +5) е+® 
а тео 


Произвольное число & можем принимать столько малым, что под 
знвкОмМ 1 в праве почитать х постоянным и ззхем уже писать 


а аш {| 1): 
= 


{Герон 8) — Ре ®)} ах. 


Р-Р Ри — 6) @ | 
эт 
. 
. . 1 
яв (515 
ие) —8)} ( 2) 4 
щен 
# 2 
в 
1 Ето (+=) @#--5) 
о-- 9—1) | - т 4х 
вт (2-8) 
р 
° 
й Е (+ }е-+5 
Е И) — 1—8) а. 
вт (2-0) 


Здесь, согласно с уравнениями (30) и (31), дия # положительного 


* То-воть Побачевекий, по определению, полаговт № (в) = Е (а —0), но ве 
объясняет, почему это ие противорочит прежнему опредолению Е(%). Вообще, 
начиная с этого моста и до конца стр, 283 оригинала (стр. 77 настоящего изда- 
ния), не только обозначения, но и сами рассуждения Лобачевского в значительной 
мере ве ясны, Наряду с ошибнами и необовнованными эышледками, цель которых 
состоит в обоенорании утверждения, содержащегося в первых отроных отр. 224. 
орясиналь (стр. 78 нвот. издания), на товоле этих двух страниц сказалось и то 
обстоятельство, что Лобачевокий, повидимому, мерерабатывал свою рукопись во. 
врем ве початьных, и по недосмотру текст послехних страниц либо был невкку- 
ратно сверея, либо полвл в набор из чернового набросиа рукописи. Ошибни, отме- 
ленные в сночках ин отр. 79 и 80, объяныются, вероятно, этой эже причиной, 

Этот фадл, в тако и то оботоятельство, что Лобачевеный сам но был удовле- 
творен заключительной частью сочинения «06 ночевении тригонометриче- 
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и отрицательного 
Г, 1 г 1 
а (+): 4 (++) ео 
2 
Фе т, т 4 
чит ) млею 


== 0. 


зв |Е тому если разность {(®) — /(в--8) твнже исчезает в постененном 
ходе (1) от = — 8 до з==а, то 
+ 
Ре +9 — Ро 5-9 —Г@). 
Не трудно видеть также и 10, что в разности Р(а-- 8) -— Ра) 
часть Е {9 =0. 
Наконец, если постешенноеть функции / {2) нарушаетея для 


ж-=ю--5, то интеграл @* можно разложить на три: 
ь—ь 


1 и +5 а 

Е ( т ) {Перо —Г#--а)} 4, 
_#. #0 5-7 
аль 
1 в (1+5) = 

8" =5 1 {Гео —Г(е--)} Ч, 
КА Эа я 
э4ь 
3 в (#455) = 

г-т еро--о— Перо аа, 
5^ъ Вы 


из которых первые два снова униччожаютея для 8 ==0, &==0, а по- 


следний делается 
ъзь 


эт (; +3) Е 


зп Те 
т 


1’ == ь ое — Ге —1)} аз 
-ь 
и следовательно 7’ ==0 согласно с ураннением (81), 


зы Нтак, оеобенные значения, кроме я{(5), функция | #(#) может 
только приобретать в х=-5а и с теми х, для которых нарушается 
остепенность функции /(2:). Все такие случаи мы теперь расемотрим. 


ких строн», подтверждаются сподующим замечанием Лобачевского в его сочинении: 
«Сновоб уверяться -..» (отр. 194—125 ваот. тома): «Кезёти здесь я повторяю © 
новыми пояснениями тот 61060б, который изложен был в конце моего сочицения 
под назрввиом „Об ночезаний тригонометричеених строк“; тем более, что еюда, 
зкрались отибки во время печатания е пороменой означения», 

* Повидамому, 9 = Е { -+- 8) — Ре). 
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Пуеть 5-54. Значения функции /(=) должно почитать дан- 
ными только от ж==—@ до з==--а, вне которых границ можно 
полатать /(%) произвольной, и потому, сохраняя далее ностенен- 
ность, принимать для всякого положительного & 


Ре) =/@— 5), 
1-8. | 
Затем для известного $ пуеть 

э(®) =/(#-- 8), $2) 7—8), 
тде э(=), 3 -— две функции от & для всех чисел от х==— а до 
= Ра. Разумея $ бесконечно малым и следовательно ф(1-а—&)}, 
$(—а-- 8) постепенно изменяющимися вместе с 8, можем допускать,. 


основываяеь на уравнениях {28} и (29) 
а 


ая (+) 55 
9—9 =5 т 29) в, 
: вт 5 (#—@- 8) 


(82) 


> 
+а 


. й за (++) е+а—0 
а 5 0 а» 
в (= +а—3) 


—а 


з« | или, все равно, 
Ча ( 


|= 


та) 


а—8 
А в (=>) а) 
=1-9=5 — 9(--8) 4. 


1 А" ат (+3) ео 


ара 1—9 


$4» 


—а8 
У ИА 
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РЕ 
«я-а еек $29 42— 
ШИР ЕТ 

. вр (#-- а) 


—— 


1 ее 
АЕ 


т — ее, 
ва = @- 8) 


РА 
или наконец: 
3 


: : 1 
вт [4-- 5} 8 
рН (+3) Кеи а 


тт 
р #258 
. 1 
вт [1-5] 8 
:| и] ие-а9 @*, 
вт 8 ы 
3 
й ма (+1 
=/(—- д Ра --5 т /-—98 
ит 58 
Е 
Ри 
== | —-—_/@—да*- 
эт —8 


* Здесь у Лобъчевокого ошибка, В действительности 


$ 1 
ат (2+5 }8 
о-ва, { НЗ ола 
$ 


- В 
зто 
8 


1 Е» вм] 74-9 &. 
| зто @— м) 


* Здесь также ошибка. На самом деле 


1 
вв (#21) 
&оя- Р-Я ва ( т 3) са а 

З:>® чо 

: 1 

вш | (241) ®— 29) 

т = [+ ие | села, 
Ве 5 вла @— 2) 


т 
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зав |`! Отсюда, принимая в помощь уравнения (87) и (30), находим: 


Рось 


Боя -ИС-а) *. 


сли же поетепенность функции / (2) нарушвется для х== ®, так 
что [(9) принадлежат два аначения, которые означим /{в-|-3), 
/®— 8} е помощию бесконечно. малых 8, то постененность функ- 
ции /(2) будет соблюдена, когда, начиная с 2==е до #—а, вместо 
{(#) будем равуметь 
2) — Ре РЕГ —9), 
3 следовалельно 


+3) 9 


чз @—9) 


ыы ( 
Ро) =к/(@®—8) ие --5 1—5} 


Здесь 


в. 


|= в [#-- 3-5 | а (2455 }2 
42 а, 
ва 1-9 р Е 12 


следовательно 


Еы-тяе-9--Ге-Е5). 


* Это зорно (при условиях, в которых имеет место теорема разложения) 
хольно, если а==т, как это видно из двух иредылущих сносок. Если ке в < и, 
то на основании равенствь (30) получим 


РОГ, РО). 


ВЕРСИТЕТА. 


1885. 


1. НАУКИ’ | 


С 196085 УВБРЯТЬСЯ В» ИЗЧЕЗАНТИ БЕЗ 

КОНЕЧНЫХ Ь ствокЪ и ПРИБЛИМАТЬСЯ КЪ 

ЗНЕЧЕНЕЮ ФУНКЦТЙ ОТЪ ВЕСЬМА ВОЛЬШИКЬ 
: чисклх, 


{Н. Лобачевекаго. } 


ИзеВситно ‚ что безконечная строка всякой разъ 
пзчезаешь, когра въ ией содержаню члена къ предт- 
наущему постознно меньше единецы, съ которой 
разность одчакомь не должна переходвиь за какое 
набудь опредёленное число. Въ шакомь случаВ ‘прик- 
лидывая члень зв членом, приближаемед къ тому 


зваченно › на кошорое вле прозихъ ошчасу сшано“ 
Ио 


Первая странна ориеинального издания сочпяенан 
«Способ уверяться с иечезании бесконочных строк 
и приблюжатьси в значению функций от весьма болыших чисел» 
(1-я стр. П клижаен «Ученых залисох Казанского упиверситета» за 1838 г.). 


В отр, 9 


ня. 


СНОСОБ УВЕРЯТЬСЯ 
В ИСЧЕЗАНИИ БЕСКОНЕЧНЫХ СТРОК 
И ПРИБЛИЖАТЬСЯ К ЗНАЧЕНИЮ ФУНЕЦИЙ 
ОТ ВЕСЬМА БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 


| 

| Известно, что бесвопечная строка веяний раз иечевает*, когда 
з ней содержанис* члена к продьилущему постоянно меньше еди- 
ницы, с которой разность однако ж не должна переходить за какое 
нибудь определенное число. В таком случае прикладывая член за, 
членом, приближаемся к тому значению, на которое влияние про- 
чих отчасу отано|витея менее, покуда с достижением назначенной 
точноети сделаетея совершению печузствительным. Напротив, когда, 
сказанное содержание постоянно боныне единицы, то строка 
раетет и не может служить для вычисления. Остается решить, из 
двух случаев к которому принадлежит та строка, где содержание 
члена х предъидущему хотя везде меньше единицы, но разность, 
уменьтаяеь, наконец уничтожается®. 

О таких строках Г. Диркеен напечатал недавно раевуждение, 
читанное в заведалии Берлинской Академии наук 16 Февраля 
1832 года (Оефъег @е Вефасииреп 4ег Сопуегаент ив ет Т1мег- 
Бепх дег пиеп@Ненеп Во!еп. у. РиКзев). Сочинитель обнимает свой 
предмет во всей обтирноети, разделяя строки нё классом, роды, 
зиды с отменами, которых число восходит до 28; потом дает 
$ предварительных положений, основывая на них цять предложе- 
ний для различных случаев. Способ Г. Диркеена нельзя назвать 


* Ивпоминвем (ем, отр. 31), что Побачевский воегда вавывнет ряд строкой, 
а сходимость ряда иечеанией острови. 

* Побачешокий зсогка применяет пместо «отнолюнио» слово «обержание», 

Ф Речь идет о том случаю, когда навеотный признак Дьлымборь еходимоети 


в 
тоя служить, т. в, когда отношение 27" постоянно 
бесконечных рядов отзывается служить, ‚да Е 


о ба 
меньше единицы. но Нт > 
и>0 в 


6 ам. 2828, И, И. Лобаченский. т. У. 


ы: 
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общим; в тому к в его главных положениях есть одно (НаНвайе 1), 
которое не должно быть принято без ограничения. Это положение, 
в употреблением тех же знаков, какие придумал Г. Диркеен, заклю- 
чвется в том, что когда г можно взять довольно большое чиело, 
чтобы неравенство 


У. 2. (аш — @,) <" 


| оставалось справедливо для произвольного т и как бы в ни было 
мало; то 
во 
бега. *. 
Между тем полагая 
ат —= 108 т, 
находим 


.. 2. (@,4=— а, =Ю5 (: +=) . 


Здееь можем взять у так велико, чтобы №81 +") для вея- 
кого т был уже меньше какого нибудь данного чиела в, тогда 
как юрт-=со для т-=09. 

Кезжется надобно дать преимущество тому еповобу, который я 
придумал и примении к двум случаям (Алгебра или вычисление 
конечных 1884 года; стр. 337%. О тригонометрических строках, 
в Ученых Записках Казанского Университета за 1884 тод?), и кото- 
рый не только подает ередетво судить об исчезании бесконечной 
©троки, но вместе навначает самые границы приближения. Здееь 
намерен я говорить об этом сповобе гораздо’ проетраннее **. 
| Пуеть /@), положительное чиело, представляет ивкую нибудь 
функцию делого +, а вмеете всякий член в бесконечной строке 


8—2, ® 


* Здесь 9.п.— символ абоолютной величины (повидимому, тщеш пише). 
» Обовночение "баш раввоснянию современному, Низ д, 


© Это, конечно, неверно. Некоторые пояснения даны в. нримечании {], 

$ Страница ушазань по оригинальному изданию «Алгебры», В нвогонщем 
знодвици она соотвечетнуее отр. 233—234 ТУ хама (статья 182). 

5 Сы. стр. 35—39 наст, тома. 

** Речь идет о найденном Побачевскям признано сходнмости. Подробнее об 
этом привньие сы. приложение 1 (отр. 252 нот, тома). Там зе лано докальтоль- 


ство не только достаточноети, но и необходиыости иризявва сходимости Лоба- 
чезского, 


5 


зав 
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которая проиеходит, когда складываем значения /(#), ствая на 
место $ по порядну числа 1, 2,3... ит. д. до бесковочноети, 
Фуницию Г) можем снова предполагать вначеннем бесконечной 
строки 
. в— А=0 
гв = У? [А ®) 
которая происходит с равложением по етепеням от 2, так что 
здесь а постоянное для всех членов, А или нуль или целое поло- 
жительное число, #=1 для А==0, потом или {=20, или 1=1 для 
зеякого другого А. Ставя таное значение (2) функции /(#) в урав- 
нение (1), должны похучить 
9— А==0 
#8=У1[2 { д со 
[с целыми положительными числами Г. Пусть тенерь к -— такое 
пелое, для которого 


ые””, Ленок”, ®) 


После чего Сёзр, в следовательно 


=0 
8< Ув" * { 


А=- оо. ®) 
Условия (5) служат к определению границы, за которую р не пере- 
ходит, и которая, будучи постазлена в уравнение (4), назначает 
вместе границу дия значения самой строки, но крайней мере вся- 
хий раз, когда в этом виде суммование возможно. Таного рода 
<пособ яснее будет виден на примерах. 
Нуеть 
ы ; 1 
1@= я 


с поетоянным числом % для воех членов в строке. Надобно теперь 
полатать о 

8" <2 
{я следовательно Ш 


в<2*. 


* Пели вти нервленетва определяют несколько значений р, то пужно веять 
наибольшее ив них; поетому лучше писать: 


НОА ео <". 


зат 


= 
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Основываясь. далее на’ неравенстве (4), получим 


(-Юе-ь [— 
<? А == со. 


Откуда для п>1 


1—2" 


аж что в этом елучае бесконечная строкя 


исчезает всегда, ках бы разность ® —1 ни была мала. 
Пуеть еще 
ОрнНЕНИЙ 
О-В 
|е постоянными положительными числами п, р. Надобно полагать 
м. 
2—2 8, 


где 5=0. Находим 
1 Ц . Ш 
(/* 52) (= “- 5?) эт 


и вледовательно 


о 
в" <р--2* 
ели ^Х число так большое, что 
1 
о <, 
то для п 


1 ва 
Пр ро о -», 


тем сильнее 


В 11 
: 5 | пр ов) «5, . 
После чего 


2) 


а 
| Во, 


в ставя такую границу значений р в неравенство (4), получим 
1 


}е-у 


Е в» 6- 
< Ур У 
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Итак для ПЕЕТ 


И — 
а а 
кН, =—*. 


ы 
Если ж п 1 однако ж > =, то предполагая енова 


3@-5 


22 <ь 


зкизтем 


ры Не-а” м — 


и зв 
«в < 
1 
ить р 
Нотом, смотря на неравенство (4), 


2 ив ме 1 е— 
Вт ре 


< 


Во 8) 


+ вы 


| Наконец отеюдь 


+ На 
Я рты р рь то 


'Итав, бесконечная строка 
у 1 
5-Уте-р 


1 . 
исчезает дня веякого п >> у, как бы разность 2 — 1 мала ни была, 

Жоли нужно доказывать это последиее предложение, же заботясь 
о степени приближения, то довольно заметите, что дия 


‚< э1—9 


* Нужно было, конечно, предположить, что рр мт, тде т-— целое полози- 
тельное число. В остальном сходимость ряда при #21 доказана Лабачевеким 
отрого, однано оденка суммы проведена не внолие зимуратно, тале ваде Лобачевакий 

1 


3-5 
зользуется тем, зто \ достаточно веляхо ир2? «в суммирование раслро- 


отраняет на вов индексы от А = 0. 
Такое же замьчание можно сделать и к следующей далее оценке суммы в елу- 


зао, погдь 1 в. 
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необходимо 
1 
в" <: оч, 
Откуда 
2—6 
в<2 т, 
| потом 
1 1 ^=0 
55 $2 -№ (1 зн) 
< 28 2“ ( ==). [о 


й 1 
и следовательно для ®> 


1—2 
Обратимел к самым основаниям наднего способа. Здесь из двух 
условий (8) довольно которого нибудь одного для назначения 
траницы числам р, тогда как другое заменяется неравенством (4) *. 
К тому данная строка (1) необходимо предполатает уменьшение /@) 
< воараетанием $*; следовательно, граница для и может только 
выходить из первого условия (8), именно 


р 
9>*“, ©) 
которое дозволяетея впрочем соединять и со вторым 
ор < 7”, 


| лишь бы в этом соединении не уничтожалея показатель №©, 
в завивимости с которым должна быть назначаема траница числам р. 
Если /(р) алгебрагическая функция, то граница может быть 
отыекана для р, так зе как ето делается для положительных 
хорней в уравнении, по способу веем известному. 


Что касаетея до чиела а, тав его можем определять или нера- 
зенством 


1-1) <25 


* Лобвчевоний имоет в виду, что первого ив мервьенето (3) достаточно для 
оценки суммы рядь сверху; вони же зольно вторым ив неравонолв (8), 
то из определяемых при помощи него значеняй ь нужно брать то, при вотором 
справедливо и (4), т. ©. наибольшее, 

* Для опення суммы ряде сверху при помощи (4) и, следовательно, при поль- 
зованих способом Лобачевского кав доотаточяым призньком сходимости требова- 
ние мопотоннооти функции } (7) иолишие, 

© Неясно, чтб Лобачевский называет «уничтожением» показателя А, 
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ихи лучше строгим уравнением 
а", ©) 
разумвя под х число, хоторое принадлежит первому ив тех членов, 
отвудв строка начинает исчевать*®. В этом поеледнем случае 
<, 8-2 А=0 
я< УХ 


Ане оо. {1) 
Пусть например 


Гоа, 
где в, = произвольные чиела, и где 
„= @—Ю@— 2)... @—9--1) 
8 > 8... з 


но принятому мной означению для чденов в строке, которая иред- 
ставляет степень от суммы (1-12) с показателем и (Алгебра или 
вычисление конечных). Вообще бужва в вкиву, по примеру Г. Бар- 
тельов (Уо{евипеед @Бег Майв. Апа[ув.)®, будет означать деленне 
зв пронаведение целых, от единицы по порядку до того чисда, 
какой вверху ноказатель. 
Теперь надобно полагать 
пи —^ 
н первую чаеть этого неравенства принимать всегда положитель- 
ной. Если к тому х положительное, п--12=0, р так велико, что 
находим 7<р, для которого 
®— 
#1 


т т"; 
в 
па (= , 


а переходя к Ненперовым логарифмам, получим 


=, 
то 


[епедовалельно, 


а юа- 10 (ЕР ЮЕ (=) 


+ То-есть, начиная с когорого, члены ряда монотояно убывают, 
. * Общчное обовначение у Лобачевоного, См. т. ТУ, стр. 184 и наст. тоы, стр. 46. 
® 7. М. С. Вагфе1 8 — Уойезопрел бЪех шабегаю воно Арярунв. Фограз, 1883. 
. И. Лобачевский слушал лекции М. Ф. Бертельса в Казанском университете. 
$ В новой части поиразумеваетсл виз абоолютной ведичины, 
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— неравенетво, которое впрочем определяет границу чисел р, только 
для < 1. В этом предположении бесконечная отрока 


ве баги 


всегда исчезает, потому что неравенство (7) дает 


8 уг ик у ое ве го [2-5 
о = 


{а —дю82--10в (и””))-- #2, 


105% 
куда вотьвляя значение а из уравнения , 
пей оч, 
| зблучим 
= 21052 ие из 
вне <— ока "6". 
Лая п--1==0 можно принимать г==0, и тогдь 
1 21052 
3— < Е 


& 
Откуда находим, ставя 7 вместо =, 


2 Е 2,1 1 
тю — 108 [а 
+ 8 |1 
дия зеякохго #>1, «=. Узеличивая снерва произвольное поло“ 
жительное число а, потом тавже 2 до бесконечноети, заключаем, 
что дря х=с9 


1 
—юЮЕ=0. 
д 08 
Это моследнее предложение можно доказать еще простее, когла 
заметим, что для #>1 
2-1 
е ри 


* Здесь, повидимому, ониона, не имеющая, впрочем, существенного значения. 
'Из предыдущего равенства, следует, зто 
т 


ы = 
арта 
5 < тер РЕВ — 1052) 06", 
° 
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После чего 
1 1 
1— > 106. 
Са 
зв |Ставя. сюда <; вместо 2, получим 


1 1 1 Е 
бы ю88> = 1057. 


Веегда, следовательно, 5 © а можем увеличивать до того, что 
1 
105% 
д.08 


будет менее всякого данного числа. 
Для п|-1<0, «1 можем взять р так велико, что найдем 
целое 7 <, для которого, как выпие заметили, 


"—п® 
ПТ аа 
т“ ® 
тде 8 <1. В таком случае 


Чт \" 
але карти < ЕЕ. 
Условие (5} будет, следовательно, выполнено, как екоро 
вых [ ТЕ Кв ов- 
за | Е" . 
Теперь если хотим судить об остатке 5’. в бесконечной строке 
© 
Уи 
Г 


за членом /(5), то должны полагать 


етих ой 


па" 
и тогда 
А+ 1 \Р-/ 
(1). 
Откуда 
у ‚< (--1)1ю5 2 
вии 1058 * 
Потом из неравенства (7) выводим 
и 09+ 105 
5<—2 105 
эм | или, наконец, 
2157108 


‚ о 
Зее 
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'Итав, строкь для отенени (1-- <) с показателем п, расположенная 
но восходящим степеням я, исчезает дия всякого числа п, как 
еноро х<1 по величине, 

Пусть еще требуется решить, приближается ли выражение 


1 1 1 
дит [+ я 

Е определенному чисну, ве возрастанием пепого положительного #, 
и для веякого а, кроме целых отрицательных, 

Для т-=со можно расематриветь А» как значение бесконечиой 
етроки 

Е 
9 Аь-- Аня — Ави, 

хде общий член 


"| Аня -— Анн тов (1 | р-не: 


Следуя нашему елособу, полагаем 


2 О 2- 
1 (1+ трист) крита >? 
или, по разложении в бесконечную строку, 
е+у-т О-о 
Зоя бро Ро ре. 


а 


Пусть 
аа 


Уз 


— елучай, м которому приводится всякий другой. Берем еще п 
лав вениво, чтобы 


а-я ен 
ри: ри. 


или, вее равно, 


1 а 1 ЕЁ 
р 
риа ри ЕИ Коби —° 
зз | А как ни р, ни 2 ве должны быть < 1, то ноеледиему требованию 
будет удовлетворено предположением 


1 @--1 
миа. 


39 
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откуда 
&--1 
ера Е 
Число р может быть, следовательно, веякое целое, как скоро 
р а--1 
"аут. 
Далее, 
в 2-1 
2 Зав ь 
потом отеюда 
1 
Ва бут, 
[Между тем, основываясь на нервиенстве (7), должны почитать 
у А=0 
8 —12" | 
<^„„+У6-9 =, 


тем сильнее 


<не рта 9 | 


== со 
в навонец 

Вт уРИЕЕ 
Чиело д дается здесь уравнением 


а 
Авы— Ан”; 


следовательно, 
2+1 1 + 
2 == ( + 2) иеачг. 
После чего 


р я<а„„--а-- у) Узе-т тов (1+ ато 


т 
тов (+) ат 
Итак А» не только приближается к известной границе е возраета- 
ннем числа т, но даже разность А с этой границей неегда менее 


@+у2) ИТУ №8 (1+) крат 
т—1 


ев (1$) тег 


эз 
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хахие бы чиела т, х ни были, как скоро при том 


1 
а>—=-—Ь 
Уз 
а--1 
За. 
Довольствуясь первым членом в разложении по етененям отрица- 
тельным от т, заключаем, что 


т > 


о 5> 4 ВАНО У. 


Взятый теперь пример из сочинения Г. Дирксена принадлежит 
х тем епучаям, где требуется сысналь значение фуньций от чрезвы- 
чайно больших чисел. В решении такого рода задач обыкновенно 
следуют Лашласу (ТВбоме апе]уНаие 4ез ргофаЪН68). Я бы мог 
предложить в замен, даже е выгодой, употребление строки Макло- 
реня для разности суммы с интеграиом; но замечательно, что зна- 
чение функний представляется бесконечным рядом, который не 
исчезает. Итак, строгость и возможноеть назначать границы при- 
близжения составляют уже преимущество налхего способа. Прежде, 
ножели буду говорить здесь об этом новом ‘применении, надобно 
сказать еще несколько елов о произведениях с бесконечным числом 
проивводителей, 

Разложение функций нё бесконечное число производихеней 
требует оеторожноети, хак м самое разложение в бесконечные 
етроки. Г. Бартельс (Уотевипеел ИЪег таз. АрауЕ.) может быть 
первый еше доказал со веей строгостию такое разложение для 
синусов и косинусов *. Между тем, если частные случаи доставляют 
особенные п тому средства, то по врайней мере в общем способе 
дояжно предпочесть простую теоряю Ейхера, ках. | скоро пополняем 
ее доказательством на то, что произведение с возрастанием числа 
множителей прибжижаствя к определенной границе. 

Пусть Р(=), функция =, делается нулем только для г==/(л) и 
так, что функция {(п), оставаясь всегда положительной или всегда 
отрицалельной, приобретает различные значения, когда вместо ® 


* Побачевоний ошибщется. Равлошение слнубд в беснонечное пронвиеденяе 
было отрого обоеновано еще Эйлером. 
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ставим но порядку пелые числа до бесконечности. С этиы пред. 
положением 


Е (2) 441 Ка Иа - 


эели в тому постоянное А поверяет уравнение для кахого нибудь =, 
& произведение бесконечного числа множителей приближаются к из- 
зестному значению вместе с тем, как производитель за производи- 
телем прибавияется*. Эзю последнее требование будет всякий рав 
выполкено, когда полагая 


две 


находим, что бесконечная строка 


д=с0 


= 
1810 А УоЕ А, { 


исчезает с возрастанием целого &. Итак, условие будет заключаться 
в том, чтобы начиная © известного &=7 в 


1051 >20”, 


тв} 
2} 
дия всех других чисел иг, выходило 
< 26-9 
в числом «1, > 0. В таком случае мо величине 
ов Р(2) —ю5{А- А. А,... Ан} < 209 @-Ю 
и следовательно 


ЮР) 08 (АА:4А,... 4, )< 


То же самое должно быть выведено как для множителей, где (п) 
положительные, тах м для множителей особо, где /(п) отрица- 
тельные; или в | противном случае по крайней мере для соедине- 
вин тех и других вместе. 

Например, 


+ Это утвержление в общем ‘случае, кан известно, несправедливо, 
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делается единицей для х=0 и нулем для всех х==-Е и целых. 
После чего надобно попагель 


аар и (1 2 (1 +) (+=)... (8) 


Остается доказывать, что здесь произведению с бесконечным числом 
множителей принадлежит определенное значение. С этой целию 
пусть 
105 (—=) >22; 
отеюдь 2 и 
+ ... 

Тем еильнее 

2а—* < 


ая 


я 
эм иди у 
<зУ1-- =. 
Наконец, ы ы 
Тод) 
р<5(1--2* }- 


Теперь [емот. неравенетво (7)] 


ва 2 (1—1)... (1 =)}< 


Зы ^=о 
о р НИИ 
Народ", ^ 


Число а находим из уравнения 
2? 
28 = юз (1—2) . 


Возьмем ещё функцию 


Эка 


зы [которая делается единицей для 2==0 и нулем для С 
в целыми чиелеми п. Надобно еледовательно принимать 


еее 215 (1-- =?) (+=) (1+ +=) 
Далее пусть 


№5 (. +5) >2— 


зв 
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иди, поеле разложения в строку, 


а 
Зе РГ 


следовательно, р ъеегда можно эзять так велико, чтобы 


25— 


Отаюда И <. . 
в < °-9 
Потом 
ое аще ные) (+ 
^==0 
+92 < [1 


1 
<1в{@ ; (1+ 1 =)...(1 | =} =0 ран, 
Число а должно быть взято в уравнении 
а 
271 Лор (1+=). 


Этих примеров уже довольно, чтоб отеюда заиметвовать пра- 
зила для веякого другого случая в рзаложении функций на про- 
изводители. Переходим теперь к значению функций Р(2), когда и 
зеесьмв большое число*. Здесь все дело состоит в том, чтоб 
удовлетворить уравнению 

Е (а) == 49 (д), 
отыевавши постоянные А, а, 6, с и новую функцию ${2), которая 
делается единицей для д ==с0*. Показатели могут тавже содержать 
етемени | выше первой от 2, если 6 это было нужно в некоторых 
случвях. 

С этой целию Лаляво (ТЬбоце апа1уНаие Чев ргоБаЪ Иа, 1824, 
Р- 115) составляет нанеред уравнеяне для (=) с приращениями ®. 
Потом выражает (=) определенным интегралом, где перемениое 
число ® звключается з элементе под видом 

Ао: ф 
* То-всть к асямптотичееким формулвы пря х -> со, 


* Такого видя асимптотическая формуль но воегия, хонечно, сутеетвует, 
< То-воть ураннение в конечных равностят., 


за 
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е постоянными А, а, фи е фунвцией ф от х, «, которую надобно 
веяний раз определять, а также траницы интегрирования, чтоб 
уравнение с приращениями поверялось. Столь искусственный епособ 
справедливо может казаться весьма далеким от сущности в реше: 
нии. К тому ж здесь интегралы разлагаются предельные строки 
{вбез Ни ев), как, их назвал Лаплае, которые в начале только 
исчезают, а потом растут до бесконечности. Замечание, сделанное 
самим Лапласом (ТЬбоме апа]уф. Чез ртоЪ., 1814, р. 174), будто 
можно довольотвоватьея приближением с первыми членами, трудно 
было бы распространить на се случаи; тем. менее доказывать .эт0; 
когда надобно прибегать к обращению строк. 

| Напротив, следуя тому епособу, который здесь изложен, думаю, 
что вычисление вероятностей можем обратить в алгебрагичеекое 
учение, кроме тех спучаев, где по. роду самых задач интегрирова- 
ние необходимо. ‘ 


Пусть требуетея найти зпачение функции 
=? 
Ре) = (. +7) 


в поетоянным ® для чрезвычайно большого чисна х. Взявяши пога- 
рифы и разлагая в строку, получим 


082) 


2 з я 

С в ® 
Рав... 
Так кок эта строва всегда исчезает дия ий > 7, то, предлолагая 2 


чрезвычайно большим числом, можем довольетвоватьея прибли- 
зжением 


9-е о 


которого границы легко назначить. Они будут дя ® положитель- 
ного ы 


| 


* То-веть, 
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Потом 
& ш8 Г 
=. 1 
22 в’ 5 ( 
а? ; 
>= {1 .. } 
@? | 
>=. 
= ; 
С Е 10 ы 
< и - 
Поеле чего 
в\= Ре 
©. „ я 
(++ >) рее 
з 
хе. == 
т 
з= | Предлагаем еще найти приближенное значение к выражению 
{е-Н а)" (а-- (9)... 2) {10) 


© произвольным числом @ и с весьма больнтим целым положитель- 
ным х. Переходя к логарифмам, получим 


105 (#-- а)” "102 (ира 1)" = 105 (#- а). 

Чтоб упичтожить в этом уравневии Тю (2--а)9, долыно стазить 
а" (ее и) 

и потом определять новую функцию /(2) в уравнении 


+ 
1ове--а)— юЕ Ге +4) @— 1108 (. ==). 
Разложение в строку по степеням отрицательным от х--а дает 
Д(е-ра) ` 1-Е 2а. 1-82 14а 
268 ера и Рорья Кава Тв. ера 
* То-всть 
ы 1 > 52 104; 
= | ОГ +. < а на} 
Е 
реа 


* То-веть @ +6 


1+ =) ем. = 


© Смысл этого предломевия становится очеввдным из дальнейщего. 
< Обозналюние неудачно. Вместо (21-2) нужно бы писать /(1, в} и дальше, 
<оответатванно, {{х-—1, ®) вместо /(х--а— 1). 


Т Зам, 3805. Н. И. Лобачевский, т. У. 
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Чтоб уничтожить в этой етроне первый и второй член, надобно 
принимать 


Гар == е-*), (12) 
р 
лее ть ен-9*, 3) 
тде (2), »(®- фуниции =. Теперь находим: 
Ве _ 
ыы 
ь + Е ы *. (14) 


= | 
ера Гера а-я!” 


Можно бы продолжать таким образом уничтожение первого члена, 
в строках, вводя каждый раз новую функцию. Довольствуяеь 
однако ж этой степенью приближения, полагаем 


(ера: 09 1 

= 105% | Г. 
О ем 13| 65 
[сле $(®)— такая функция от а, в которую /(2-- я) переходит © 
2-00. Когда 2 чрезвычайно большое число, зо уравнения (14), (15) 
показывают, что можно принимать без чувотвитольной разности 


Ъе--9 =. 
После чего уравнения (11), (12), (13) дают 


; 
ее а" 8еат. [о 


* Сы. предыдущую еноску. Вместо ]; (2 -- в) и [+(7- <) сшедовало бы писать 
соответотвению /. (2, а} в #з (2, а}. 
* В правильных обозначениях в левой части следуот нисать: 


ве-ьа 
бра) ° , 


© В правильных обовначениях ‘под знаком суммы в правой части нужно 


писать: 
Верь я 
Вече я * 
$ Из (14) следует, что пря доетилочно большом # 
ть Я< 1 
Р(Р-о в) За ай 
и, следовательно, ряд в правой части (15) сходвтоя при воех значениях 2, ироме 


тех, при которых ха воть нелое отрицательное чнело, и существование ире- 
дель фе) = Нал й (0.0) ом ов обоопорано, 


108 


Зов 


1 Это равевотвьо — зсимитотическое (при 2-+ ое). 
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Чтоб судить о степени приближения в этом уразнении, вадобво, 
вледуя нашему способу, начиналь с неравенства 


Па пил 


у 
8 реа--ы 
или, принимая в помошь уравнение (14), полагать 
9—2. 1 2 
2 Зверева. т 
вли, наконец, еще сильнее: 
в--* 1 * 
р 7 Зета ые та 
Отсюда 
0-9 
у. 418} 


Между тем, к уравнению (15) применяя неравенство (7), должны 
почитать 


реа) Ве9 ри ло 
Ч ЗЕ ререрыт УФ? пе 


а в соединении с неравенством (18) и сделавши суммование, иа- 
ходим: 

5 1 
ток б-р АТ, 4 у.м, 


105 


5) ^ бреет, У 


Здесь 
2 лов Ре - а) 
Ве-аи 


и следовательно 


а 
| порево В ине. 


Уравнение (14) дает 


в--1 1 

2 Зее 
1 

> ера 


+ Это норавенстро не следует из (17). Для справоддивостл дальнойшего нужно, 
зтобы в [17] правая чвель была яе меньше чем в (17). Например, вели | #-- а] > 2, 
достаточно вдрое увеличить преную часть [178], что приведет в соотвототвующему 
увеличению правых частей: (18) и (19). 


ыы 
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После чего 

ПО -еЕ| 9) 
Ичви мы справедляво сказали, что для весьма большого 2 можно 
без чувствительной погрешности фуякцию /,(и-- а) прикимать 
зв $(а). Эту последнюю функцию постараемея теперь определить 
из уравнения (16), которое строго справедливо для х == оо. В этом 


предположении * 
| фена Че-но "т, ео 
$0) = "теб г”, (21) 
ее а", (22) 


{В уравнение (20) поставивиии 1—а вместо «, потом х — 1 вместо =, 
получим 


а 
. ад =@—5) "ия 2”, 
а в соединении с уравнением (22) 
аа и. @з) 


Далее, произведение уравнеций {20}, (22) дает 


Ыб 


а пользуявь уравнениями (21), (23), ваходим 


ви. 9 


«-# (=). 6- 


ли основываяеь на уравнениях (8), (9}, 


О-о 4) 
[Откуда ДЛЯ в= р 
0-3). 5) 


* Это значит, что в правых чвотях следующих двлое равенств подразуме- 
взотел переход к предолу пря 2-> оо. 

* В орихиньле в леной части этого равенства пропущены первые два мчожи- 
чела (1 — в). 
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В уравнение (21) ставим теперь 2% вместо 2: 


1 
28 — зе 


: 
Ча ти, 

Сличая значения $40) в этом последием уравнении © значением 

в уравнении {21), заключаем: 


или 


Между тем уравнение (20} для а=1 делается 


Н-еныенуг 


Из воединения двух последних уравнений находим: 


и Е 
е› 
2 | нотом ив уравнения (25): 
30) =У3*. 
Итак, уравнение {16) для 2==0 и для 2 чрезвычайно большого 
числь будет ” 


1 
2 Ук” ®, (28) 
зак и Лашлас находит (ТЬбоме зиуфаче дев ргобаБИИ ев). Для 
всякого ж вообще х должно полагать 
1 
ых 96 1, (2), (27) 


и, следовательно, неравенство (19) двет опибху в уравнении {26): 


Латлае находит: 


1 


1) 1 
= 1 р -— ... 
вы | У2*= тр Кови" 
Уравнение (14) дяя з==0 делается 
ео йе 


Е ав Гая Гая 
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ели хотим продошнать приближение к значению фуниции Г, (2), 
то должны в поеледней строке уничтожить первый член, полагая 


а 
ре", (2. {28) 
После чего находим 
в _х_ 1650 
ее Убе рон. вы 
8 соединяя {27) и (28), получим 
еж, (9. (30) 


Для х чрезвычайно большого можем довольствоваться приближе- 
нием 


241 
эн: | я Оо ыы 


или, разлагая в строку, 


_— 2+ 1 1 
22 = У2кх т 


Чтоб судить о степени такого приближения, заметим, что 


Ве) 
108/@) ов -- Улов Рену 


Надобно, следовательно, полагать 
Ве Юя 


—15 2 
$ лефы 7 
или, еще сильнее, основываясь на уравнении (29), 
2 < Е 


ое 
тео 
Отеюда находим 

1 о 5 
И 150 
. за |в применяя неравенство (7), заключаем: 


ея 
—_ нар р 2°-^ — 
105 У —105 (< +51 #—а+ = } 


— поа+а, 


<—#-+ 


* Здесь та зо неточность, что и в неравенстив {17%} (ом. сносну* ив стр. 99). 
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Число @ определяется уравнением 


в (=) а+:. 
ве ) 
следовательно, 
1 
+ 
ыы > ва < таб (8—8) “- 
После чего 
1 1 1 
081, (® >05 Ук | — |. 
ы ы 1202 | (8-1) Уз = 


=з |В уравнении (29) уничтожаем первый член, полагая 


1 
рее "фу. 
Так находим 


р ве—1) _ < Сзб--ею 
в) я врет > (81) 


з + В 
Е ИВ 
доу т а” ГЗе-е ея 8 |, (2). 


В уравнении (81) уничтожитея первый член, когдь ставим 


тов. пора" НВ. 


Цюспе чего находим 


1 1 1 1 
до Теа Е АНИ |, (р). 


5 @) №1) @--3)2-5) (аи 168) 
1) у етеа и 


зы |Так продолжая, всегда приходим к строкам, подобным этой по- 
вледней и каковы были в уравнениях (29), (31), которые все при 
том исчезают. Носле чего не трудно видеть, что вообще 


2 


2“ = 


(82) 
хде функция Х вычисляется помощию строки для №05, воторвя 
сколько бы ни продолжалась, не перестает исчезать, будучи рае- 
положена по нисходяшим степеням х. В вей останавливаясь на 
каком нибудь члене, можем назначазь даже границы приближения, 


как и давы были выше примеры. 


= То-воть 
Е 
ТЕ) 


1 3841 
тая <” < ы 
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Впрочем, значение 105 Х заключаетея ирямо в строке Маклореня 


Уна а ибо м, 9% аа а в ...* (88) 


для всякой функции и от х и для всякого приращения Дт от я. 
Если ставим сюда 
и= юра, Ар=ь 

[то находим 

к 1 М, м, м; 

: в 8 

Усе а (+ з) 30952—=- 5 яв 5.6 +.- 
где А постоянное перед интегралом. Между тем, погарифмы ва 
обеих сторонах уравнения {32) двют 


10&#-- Уловх== 108 И2е -+ (- | ке 2-- ЮЕХ. 
После чего нетрудно видеть, что 


А=юБ Ут, 
м, м М м, 
27 За РБ И”. 
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(88) 
Числа 
М, М» Мь ... 


определяются, как иавеотно, помощию множителей в строке для 
фаре х при степенях дуги х. Так, если 
&=1 


Чапел==— (1 Ло (35) 


* Вдесь обитетокий пользуотся следующими обозничениями; 


Ак = ; М-(- ПА1Вл (Вь- числа Бернулли). 


Сам звлиеь формуль Эйлера-Манлорена недостаточно аквуратыд; оночатви, имею- 
шивея в оригинале в этой формуле и в ряде других предшествующих равенотву 
(36) формул, в настоящем издания исправлены, 
=: 
* В аевой части подразумевается У) 1орх; эть же сумма понимвется лод 
== 
Улов гя в следуюицем равенстве, 


— У ти ‚ пли 
и =: 


© ата формула неверна. Должно быть или ЕН г == 
> 
ще У Те 


ея 


а 
хде 2? 
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зв5 | то 
2т, 


т, 


м,= 


Множители в строке (35) при степенях х вычисляются различным 
образом. К этому может служить найденное мной уравнение 


у, 
которое дедает вычисление гораздо короче, нежели все подобные 
уравнения до сих пор употребительные. Начиная с 7} ==1 и ставя 
вместо % по порядку чиежа, получим: 

Т, =2Ть 
Те == 2, 
7. =. 31.7, 
Ть =, — 24.87, 
зы | Ту =ы2. 59,25. 5Т, 281, 
Л = 28.37, — 9. 597,-| 297. 
717, —28.3.5.17,--28.5.11,-— ИТ, 
Т, =27Т,—25.72Т,-1-2.77Т,—5. 281, 
То= 2-3 — 27.8. 17--0.8.127,— 28. 3871. 297, 
Отеюда 


2, 
Тв = 24, 
Те =. ат 
ТТ +528. 81, 
Те ==. 691, 


Г. =2. 5461, 

Т, -=21, 929 563, 

Ту =216. 8202291, 
То. 291 930581. 


* Суммирование распространено на значения Гот 1 до [=] ([=] — целая 


засть от =) 
5). 
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Строка (34) для Ю&Х будет, следовательно, 


1 1 1 1 
05 о ввоза + вов ездят + 
1 691 1 р 
паз» 860 360ди К бб — ^^” 89. 


|Естати скажем здесь, что строка (85) для фата исчезает, когда 
2<.\1, потому что в ней каждый множитель 
ПШ. 
Еще скорее должны нечезаль известная строка 
т, Ть 1 


= Е в 


304% 2—1 р, 


когда #<1 по величине. Но сомнительно, чтоб можно было подоб- 
мым образом доказывать иочезание строки {88} и при том для 
всякого #<1. Способ, которому следовах я здесь, приводит, соб- 
ственно, только к тому заключению, что всегда можно взять т так 
большое чнело, чтоб остановясь на каком нибудь члене, пренебре- 
таль остатком строки за малостию. О строке (33) з праве, следова- 
тельно, утверждаль, что всякий раз, когда с уменьшением Ал умень- 
зиветея в геометрической ирогреесии 


1 
дат А * 


или, все равно, когда по величине 


— 
| (п) и 


не переходит за какую нибудь определенную траницу; можем 
взять Аж столько малым, чтоб остановясь в етроке на известном 
члене, пренебрегать остатком за малостию, хотя бы самые члены 
поодизочне не уменьшались*. Это составхяет особый род иечеза- 
ния в таких строках, которые, собственно, растут®. Для них можем 
овтавить название лребельные (вбг1ез Ши 4ез), данное Лапласом 


* В ориеннало опшбочно 
Е ИИ ПЕС 
Ех аз зв Робия — ОГ 
81 69 58 
Ч азвя — оз + Зи ^^" 
* 9 утверждение Лобачевовим но обосновано, 
© То-всть расходатен, 


зв 
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{Тьбоме ааа уйчие дез ргоъаЪ Из), распрострачия такое название 
даже на те строки, где знак перед членами не меняется, под уело- 
вием однако ж, чтоб остаток в строке можно было расематривать 
разложением функции, которой значение уменьшается до бесконеч- 
ности. С этим ограничением только должно допускать употребление 
возрастающих строк (вб;фев Ч тегрел ев). Подобное замечание делает 
Лежандр о строке. (84), не дав никакого вирочем доказательства 
и предлагая название полуночезающих строк (аепеопуегвен“ев) * 

Посмотрим теперь, к каким завлючениям может привести сли- 
чение” двух решений. По способу | Лапласа (ТЬбоше арауЫЧие 4ез 
реорарИЬв, 64. 4е 1814, р. 126) надобно полагать 


= 


озчче-в аа 
а (7) 

{ 6 е-в 4% 

° 


Между тем найдено выше, что 


ь 

ее етау "т о->.Х,, (т) 
тде под Х’ разумеется функция, которая происходит, когда в Х 
ставим #--а вместо х*. Итак 


= , > 
оеее-ава ея" "т е-2Х' [ ве (88) 
. : 


—уравиение справедливое для произвольного переменного 8. 
Пусть теперь 


дев 6+8 


(оауче-ве-, 
ата 8. 
Отсюда # определяем функдией 0: 


} : Из рее аа) 


* Тхегойсев о са1ош Нибвеа, рег Таевойго. Т-Т, р. 294. [И7ричечание Лобачевокого.] 

* В прежних обовначениях 106 Х” (2 -{-а) == 106 /› (24-8) — 105% (8). Из (4) к 
{15} следует, что эта величина действительно зависит только от 2 --а. 

Ф В равенотво (37) ирелположено, что «>--1 и >60. 

$ Лобачевский пишет это равенство выосто 


р 8 
Уве (+ +) 
дин зого, чтобы установить веяимно однозначное соответетьне между вначениями 
дн! (вызлениям © от О до 2+-а соогвототвуют отрицательные эначения (‚ знвче- 


иним от 2-я до со— положительные}. 


# 
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Это значение # показывает, что гранидам а==0, а-=00 отвечают 


{= — 05, #= 0, Носле чего 
о 


{ паче в да = 


арена е-во-® И @ (Е 1) Инв «люк (1+ ==) 


Уравнение же {38) переменитея в такое: 


= 


= х { дес да. 


Для х==со оно сделаетея 
о © 
У2г- фан 6 ат е-о4а*, [88а] 
ы:.) 8 


какое бы число а ни было; так что полагая а==0 | и ставя най- 


денное выше значение Эт для %(0), получим 
+5 


ета уя 


— известный интеграл. Для всякого другого числа а будет 
® 
4 Гео да- Уте-*. (89) 
° 


Уравнения (23), (24) могут следовательно быть представлены 
тенерь: 


= = 
(а) [еее ана [а-те-е ао, 
® о . 


р 


р 
лааь. четв 
В : 


* В оригинале отоутотвует множитель < в правой чаоти. В следующей 
формуле и формуле [388] этот же множитель отеутетвует в левой части, ав (39) — 
снова в правой части. 


* Равенотво 188%] получено Любачевеним из предыдущего формальным еро- 
ходом ® предолу под энаном интеграла при Г“ >со. Обоснование предешь-. 
ного перехода отеутетвует. 

© В оритняале в этов формуле лыеется лишний мноаитель е в аввой части. 
равенотва, в в следующей формуле —в праной части равенства, 


а 
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'Их произведение дает 


3 


{40} 


. @ < 
та ‚ [толвйины : 
} } вбтах 


| — известное евойетво таких интегралов и которое теперь доказано 
новым способом. 

Надобно заметить однако ж, что здесь а может быть только 
зисло по величине менее единицы, так же как и в уравнении (37), 
если « отрицалельное; потому что 


аз ото да а аоче-а | е-- а) азчете-ама, 


где свободный член от авана интеграла делаетея нулем для гра- 
нид а=20, а--00, покуда <--*>0, и следовательно уравнение 


< > 
ево дав 4) ^=( ева 
В В 


предполагает 1--«>>0. Лаплае хотя не сказал, но вероятно под- 
равумевал такое ограничение (ТНбоме ааа1уб. 4ез ргоБаЪ., 64. де 
1814, р. 130). Его способ переходить отсюда к воображаемым не 
может однако ж назваться строгим (там же, стр. 132). 

Функция, для которой употребляли до сих | пор знак $, весьма, 
примечательна по своим свойствам и завлуживает особенного вни- 
мания, вотречвясь очень часто в аналитике. Здесь намерен я гово- 
рить об этих свойствах, по крайней мере главных, следуя своему 
епособу, может быть более других елинообразному; а также, зани- 
маясь применениями, вывости значение некоторых известных и 
даже новых определенных интегралов. 

Ло примеру Лежандра должно бы писать 

т == (а 1). 

Однако ж я хочу предпочесть означение 
. У 
$ (8) 


уже не без пользы раз принятое для целых 


ата 


и которое теперь 


+ Это не совосм точно. С помощью равенств (11) — (15) функция (2 -с)"® 
определена не только дя целых половоительных значений 2, & для тобых о и 2, 
для мозорых при всяком делом положительном имеет место неравенство 
[24 а+#[>1. Функция 2” в частности, определень в области | 2--#|> 1. 
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распространяется на вве прочие числа*. Уравнение /97’) будег 
иначе выражено 
2 
риа, т) 
тде 108/(%) предетавляет бесконечную строку | (84), делаясь нулем 
с #== 05 [14]. Найденное вапще знечение $(0)== УЗт дает хелерь 


07° 1, 
Разумея под # всякое чиело, можем в уравнении (41) полагать. 
я=0, потом ставить з-- = вмеето х. Так получим 


ааа 5-е 


а)" Ут а)" 


а следовательно 


Те )°, 


а ира)" < (42 


— свойство расематриваемой здесь функция, которое принадлежит 
ей с произвольными числами а, х, и которое выражалось обыкно- 
венно, хотя ие в такой обширности, уравнением 


Та-а =» Ра). 
Умножив уравнение (41) ня такое же в —а вместо а, получим 
зы | пе)" а" а)" * 


ое" (==) тора — 99, 


Присоединяя сюда уравнение 
ато ука * ге, 
в которое переходит уравнение (41} с “-=0, находим 


НИЙ 


= = 


[рен 


= Функция $ (о) определена для велкого а, 

* В оротинале в правой части этого равенства вместо множителя е 
<тоит множитель в, 

© В оригивало отсутствует множитель Уп в правой части этого равенетва. 

$ В оригинале в этой формуле в правой части равенства отеутствует множи- 
тель п, ь в следующей формуле -- множитень "Ул; 


—=—= 
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и, наконец, для 2==0о, кан выше [ур. (24), (40)] 


аа" т . (48) 


но здесь я произвольное, тогда как в уразнения (40) необходимо 
предполагалось #«1 по величине, Уравнение (48)——то зже, что 
с санечением Лежандра будет 

в" 
Нат 


Пользуясь уравнением (42), можем ставить 


| такугаыЫ—в)= 
ана (а— 1)" 


и дать уравнению (48) другой вид 


о, 4) 


® по Лежандру 


го 


ат ° 
1 
Полагая зиесь 1==-,, получим 


("и . (45) 


Делая то же в уравнении (48), находим 


+ 
"ОЕ 
(+) == У=. (46) 
Расематриваем теперь интеграя 


1 


| { 9709 < 608°*" © 5 ° 

° 
с произвольными положительными п, т, или "отрицательными по. 
величине < 1, Интегрирование по чаетям дает 


В 
1, 
2 
® Ел 1 : 
8102% © 052 © фр ==2 И 2+2 о сов ф 4. 


веьын 
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Продолжая такое превращение, притом означая г пелое положи- 
тельное, находим 

2. 4. 
Т аа р совр 4 > Ао, | эре о совм де. 
ы (- Не 5} 5 


Здесь выражение 


81178427 ф 082 © 
под интегралом приобретает самое большое значение, когда 


и--у 


2 
‘ тп 


Чате? о 


{а потому можно всегда взять х довольно большим числом, чтобы 
на правой стороне начальную границу в интегрировании сближать 
как угодно с последней 5 т И ДОВОЛЬОтВвовалься без чувствительной 
разности положениями 


—в, 39 


Так ириходим к уравнению 


п-т +)" 


воен о со ф де е—о* 2-9 дя 40, [468] 


= 


17”) 
а} 8 
которое тем вернее, чем г боее®; а следовательно для 7-00 
получим со всей строгостию 


3* „ ай 
роет инь ы а" ди *. 
$ 2 +3) $ 


| Между тем, уравнение {39) в нашим означением и для всякого «® 
дает 


р-лы 1. (4т) 
: 


> Хотя форма рессужденяй, привопяших х [408], нообычна для современного 
читателя, они том не менов © помощью соотретотвующих оценок могут быть 
обослованы без особого труда. 

* Это раввнотво получено формально из [468] полотановной о? (и | =) = 

Ф «> —1. 


в: 


эт 
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После чего 
1: «ют 
р 1 Н 
1 ии)" (^-=) 
3127 ф 08%" ф @ф р =. г 
(1+5) (ии) 


(48) 
$ 


А вва здесь интеграл должен оставаться тот же е переменою 
чисел и, т одно на другое, то ме трудно заключить, что для всех 
положительных п, т и отрицвтельных <1 по величине 
-ь =; 
Ен, в) 
т (в-- =) 
тде +=00. Это последнее уравнение, как сейчас увидим, справед-, 
пиво для всех вообще чисел п, т. Ошо никем еще не было заме- 
чено [1] и служит основанием в исследованию всех свойств функ- 
ции п^". 
| С переменой 2, Зи на 2%--1, 28-1 уравнение (48) делается 


м 
ры С С 

2 { Ваще ровен ео ВЕЕТ ти" 
3 


(арт тт 


Между тем, уравнение (49), когда ставим сюда п-т -- 1 вместо т, 
дает 


@ти1" п" реа, 
"рр" С 
Поеле чего 
1, 
з . я ют 
2 | Нотр (50) 
В 


Полагая здесь 2==4ап8*9, нотом ставя вп—1, т—1 вмеето п, т, 
получим с означением Лежандрь 


р ши _ Г®)Г(т) 


0+2) * тым 


— то же самое, что другим образом доказывают Лежандр (Ехёге, 
4е сающ пе. Т. Г, р. 279) и | Г. Пувесоы (Фотг. де Гбедде ро1уё. 
1823, Т. ХИ, р. 278). 


8 Бам. 528. Н, И. Побрчевений, г. У. 


эта 
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Для п-=» уравнение (50) делаетея 


6 


Если ж полагаем снова 2т --1==0, то 


:, : 
г 


=. 1” 
п" —— 
. (-3) 
| ИН р 
ыы 
как найдено было по другому епособу в изданной мною Вообра- 
жаемой Геометрии (стр, 88*). Вставляя значение (45) 


получим 


ри 
у 452) 


а сравнивая с другим значением этого ж интеграла, заключаем, что. 


у” 


| вЫ (+= 


Полагая т-0 в уравнении (49), находим 


= Уя(2и-1)*" +. (58) 


=” 
„в ы 


д = ео" = {5%} 


для всякого числь д. Чтоб это доказать, то разумея под р > п два 
положительных числа, пишем, основываяеь нв уравыении (42), 


дв @Ы— 
с» (— в) * 
Здееь для р и_>0 уравнение (54) даех 
те вв 
ие" ^ 


* Страница умзавна по оригиньльному изданию сочинения «Воображаемая 
хеометрия», В настоящем илданий ей соответствует сар. 38 Ш тома. 
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Цосле чего 


<=) == 


Ай 
„= „> „2 а 
(фт С-в- о" {@—т-- 7”? (ат 
=“ | Откуда дня "== 


{^^ 


=г 
г —в 


==—_—_Е 
(+97 

—т0 же самое уравнение (54), когда здесь вместо в ставим — п; 

8 следовательно в уравнении (4$) числа п, т произвольные, 
Например, полагая 2%-{-1==0 в уравнении (54), получиы 


1 ео" у 
5 "= (2—1) = 1 =7=е 
НЕ 
Эхо значит, 
1, 2-2 44, 6.6 
"Т.В °В: 7.” 


— известное выражение Валлисв. 
ели в уравнении (49) ставим ®., зъ вместо п, т и равумеем 
теперь под п, т целые положительные числа, то находим 


(= у» (Е т)”” = 


. (=+)” 7 


8т 
х 2т . =... 65 


бред оеату а ротуи (а ату © 
Например, п==1, т=4 дают 


® Е 4 3 
= 4 8* 12% 16% 
(еееиан) (#) 25: 9.18" 18." 
. : 
Зели в уравнении (49) вместо *, % е®вим ав, < и равумосм мод а, | 
произвольные числа, то получим : 
> =} 
аа Е", 
о. 


ЕО 
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Это значит 
в а=е. О, Фе 
а" арта ор омораув" о 60) 
Например, а=т, вт дают 
БЕ 30 48.32.52 41.52.79 
= | ее} м" В. ° 98." © 
Н 
Выражению (54) можно дать эще такой вид: 
д" ут #68) 


—”' 


тде, как и прежде, г==00, 
Бели ставим еюда вместо п по порядку 


%—1 


1 2 
жа, 2... т +=, 


разумея теперь п целое, под х произвольное число; потом умно- 
жаем уравнения, то получим. 


ии @—9 (2+5) 


[ео 


т = 
(-:—-=) (-:-=-=) ... (1-2 
ъ ° п ° ъ 


„“-5 (=+ 


а-я 


оны 


([—#—1—”5) 
"1 (2+5) Г од мы 
(игр аа-р в)" 


* В оригиньле правая честь формулы (57) имеет внд 


Я м 5. 


ЕВ С 
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з" | Пользуясь уравнением (41), ставим сюда для г==с0 


тт я ра", 


узь 
хи У2жтг "ет, 


аа)" 


(ира) раоня (и -- п брани, 
Чек находим 
4 2 
1 о чета _ , 
(нд ачыне- 
Е лат, 
(ие) "”2+® (2) 2ъ 2 оно 
эт" у 
| (: +) 
Или, ставя &— 1 вместо 2 и г==00, 
В 8 
-а пу РА п— 1" 
==) "9 бе) "- 
2-1 те 
= (па) "(2т) 2 п 29, {59) 


Для х=0 


«а „2 р 
в | ( =) "( 2) "... ( =) ” уе ть (60) 


Принимая в помощь уравнение (44), выводим отсюда для веякого 
целого числа ® 


в до 2"... во ТОК о пуьыт 
к п п : 


`* В оригинале вместо множителя «7+1 в правой чаоти этого равенства 
стоит множитель =”. 

* В оригинале вместо множителя 2 "712+ в правой чаоти етого равен- 
отв стоих множитель в—"". 

© В оротикале отсутетвует множихоль «+1 р правой части этого ра 
зенотва. 

$ Первый множитель правой части этого равенотва имеет н орнгинале 
вид (12)”; кроме того, н связи с отмеченными выше отибнами в пр 
равенотвах в правой части (58) в оригинале имеется лиликий множитель @ 

ТВ оригинале последний мЕожитель в прапой части имеет вид 27-1. 


опа =. 
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— известное зсем уравнение, на котором Лежандр основалея, чтобы р 
притти к уравнению (60), потом уже к уравнению (58) [!?]. 

ели з уравнении (59) вместо 2 ставим =, потом —= и пере- 
множим два уравнения, принимая в помощь уравнения (48), (44), 
то получим 


Вр парееа” "абв (=+=) ы (==) ... мо ОЕ —= 


ОЕ». в) 
Берем енова интеграл (50), который с положением 2 =вш3$ пере- 
меняется в такой: 

МЫ 


роте © 


оне 


з | После чего 


> 


1 
перяфоеянин берунян} 


а с переменой п, т на п-{- 8, —1—8* 


. 
Ге-оо-в-ы "| 


т 
аа — = —1 „ее и 
Диане — о, *. [6253 
куда для 8=0 п>1 
ть о+#Ет-", (68) 


+ Здесь м < —1 при &>>0; однахо интеграш оходится в онпу усцовия, напо- 
го нажо на ®, 


* В оркгинало правая часть ревонотна [675] имеет следующий вии; 
ГЕ ие 
$ == 


В первом члене здесь явная опечалжа, а пропуск множителя (--3"-®) во втором 
члене ме скавываотся на формуле (63), так как Ноа, (8 1. 
8 


Приводим промвзкуточные выкладки к равенству [ВЫ]; 


: 
Ро == пе В | 
=(-1—8 _ 
3 ад 42=(1—8) я 55 


д „Гео“ 1 _ 
= 


Е ИИС иены 
— =“ ы 


за 
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где постоянное 
С-—0,577 215 664 901 582 5. 


Между тем, постввивши я в уравнении (47) вместо & и дифферен- 
цируя в отношении к я, находим 


р 


д" 
ее 9 
следовательно 
= р : 
_ 2—1 
| | вор ах Ди эт {65) 


Ввяв логарифм от уравнения (62) и дифферениируя потом в отно» 
пювии к я, получим с помощию уравнения (68) 


[а об ав (а пет 4. (88) 


Способ Лежвндра, чтоб доказать эту зависимость трех интегралов, 
мне кажется зесьмв затруднительным (Ехекс. 4е со, #14е5. 
Т. Гр. 259). Сравнение интегралов (62), (58) он делает только 
в предположении показателей целых; & распространение потом 
на произвольные числа не может уже назваться совершенно стро- 
тим (Ежог. 4е сах. Вибе. Т. П. р. 79 99). 

Рассматриваем теперь интеграл 


(авеаит св 


|дяя п--1>0 и числа $ произвольного. Интегрирование зо 
частям дает 


я 


ива 


авео еоова-Е сорбента бъ 1) [ва фащи-в 40; 


+ В оритиньле правая часть равенства (85) имеет вид. 


= й 
ее (С +6) 
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следовательно 


ФО @2-9 ров 
о е+у > {| фодеаь паз 


и вообще для положительного целого * 


ан 


| бобивша ди == 


вл 2х вто" р де 


р 
5 


зз |Мобле чего в том же предположении 


> 
(т 
Во евтие фе (ет тия 
О ис иИ ок би 
° 8. 2” 
Здесь олемент второго интеграла приобретает самое большое вна- 
чение для 


:| вап ве внееНи 2 фе. 


ое Е од, 


а следовелельно с возрабтанием г разность к — 2==® умень- 
шается так, что накошец можно принимать по примеру выше * 
+= — 
и 1, г 1, т 
зови иад==зт 5 4 = вп 5 р .’ 


—> 


* Сы. вывод формулы (48) и сноску * к отр. 112, Здось Лобачевский, ироме 
того, полагает 
1 ры = Се. 


—5 оо 
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потом 


88 | или, пользуясь уравнением (58), веегда для --1>0 


* 
ров ае —тар Те (7) 
$ 

Подобным образом ваходим 

: 
{ вовфе ве р 5 (88) 
Н 
Для аъ 
{в поврие ет "та + п (69) 
; . 
ё 1 
{сов пони арыето "сов эп". (10) 
5 
Для 1=09 
я 1 в“ в 
ыы с (71) 
р п\ "(п 
>) 2 
ы -—® д"" 
[омовения о (2) 
я 


_ "9 


* В оригинале отоучотнует множитель зы в правой части этого рь- 
вонотва, й 

+ В оритизало вывото мноззителя бай палечьтьно вто. 

© Лобачевский получьот (71) ие (67) с шомощью предельного перехода пры 
0. 


зы 


122 СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РЯДОВ 


|Для ®--1>$ уравнение (50) дает 


. 
ра Е 
Е 
аи)" { вр усов" чит (73) 
з 


О” 


и неременяет уравнения (67), (68) в тавие: 


: 

Н =* 

{ ва дивш" га { выНЫН д сов" фр == Я рева 2, (14) 
5 8 (&-5 12 

В 

= ВЫ 
оо зевай ас { ЭНН усов" Ч рае И 308 т 9, (15) 
з $ ®--12 


От двух интегралов (67), (68) легко перейти в одному такому, 
в котором оба заключаются: 


1 
1 
508 $5 6087 2 4х == 
.* ПА" {п 
о 2 


|Это эначит 


* 1, 
2 


608 2 608" 2 0% { ЕВ (17) 
? 


э—ьы 


под увловием п -+-1>>$ $>0, хотя затем п, $ могут быть уже про“ 
извольные чиела*. 
Для = интеграл (76) делается 


1: 
= 


{ воз 1х 08" & 5 == я , (18) 
. 


кав и Г. Нузосон находит по другому споеобу *. 


+ п и; совершенно произвольными быть нз могут, Для оходимоски интогра- 
лов в терой чвоты (77) нужно, чтобы #>--Ь в--1-- > —Ь в 19> 1. 

* дога 42 Гёоо!е ро1у. Т. ХИ, р. 490. Здесь, однако ж, должна быть опе- 
затиа в знячения интеграла. [ПРыжечоние „Лобачевекоо.] 
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Дифференцируя уравнение (77} в отношении к & получим 
< нособием уравнений (688), (78): 
1 
- еы 


зв аббата | ВЫНЬН д сов НЕ у == 


ее 


м4 


т =" 
Назир ЕР 


Пользуясь уравнением (76), находим для всякого п-|-Р > 0 для $ 
целого, « произвольного 


(19) 


4* 
== {1 (— 15} сов% 
608 (и в) сои". сомы ЕВ ов, 


а 2 =). Те” 


Сюда можем ставить, основываясь ни уравнении (42), 


(во) 


1_: 
» В орнгннале левая часть этого рарошетьа има вид (3—7) . 
о же отвобитоя и о вторым мномитецам левых частой равощота [В0Ъ] и слодую- 
зщего вв ини. 
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зв’ [и опедоветельно 


(+) 


® 
мы > 


ВРУТ и 


ЕЕ ыы 


Последнее уравнение можем еще переменить [урав. (58}] в лавое: 


"1 2+1 


"1; А ОИ (5--)` 
А 


Поеле чего уравнение (80) дает для целых чисел $ 


= 
| ©0821 {1— 9) сов" г ах 


2" -: т - 
-: ($) 1” 
т в08 (2—1) (@-— в) сов" х 4х = 


„ВС (тео О 


8 


„5 
Ю 


Г[® Зв 1\ "7—1 
Неа |{5) Г 2 `) 
==" (+) 


‚в .Двь последние уравнения служат дия предетавиения степеней 
ховинуса, какой бы показатель ни бул, в триговометричееких стро- 
ках е косивусами кратной дуги. Этот род разложения, понамаемый 
под общим видом, требует большой осторожности в суждении, чтобы 
собнюсти должную строгость. К стати здесь я повторю © новыми 


сов (21-1). (82) 


* В оригинале отсутотвует множихель в”? в числителе правой чвети. 
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пояенениями тот в10соб, который изложен быв конце моего сочиы 
нения лод названием 0б чечезании трионометричесвих строк; тем 
более что сюда вкрались ошибки во время печатания с переменой 
означения. 


и 


Рассматриваем значение суммы 
8= УТ яв бы) 


< произвольными дугами ©, < и © целыми положительными 
числами $, п. Соединяя по двы члена, первый со вторым, третий 
< четвертым и т. д., получим 


У = 9 (ев) 


ово Ут (а) { 


4=1 
==, 
ТИтак, е условием заменять только положительные числа, меньшее 
большим, находим постепенно: 


1 1. |. 
Я <ю52 совр ьв, 6; У тав (жь--а 


т 
2 
5 <ЮБЗ-- своб, 5 УТ (24-е — Во 
< ь &=У- Е—5 
л. 
2 


8 < 1052 --с08205, б:== х а (о {=— 


Ви < ЮЕ2-- 60827 209, [9,1 
боединяя все такие неравенства, к тому замечая, что для веякого 
целого положительного ® 


ва 2" 1 


и "Иша 


воз-- обоз совы ... 608 2"щ = 


находим 


1 
8< т 1052 (1 + х- “т. 
2иаш-- ® т 5% 


<юв2- Е. (83) 


ито 
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|в стедоваленьно, бесконечная етрока 


У рове+9 


исчезает * для произвольной дуги а и для вонкой ®>0, < 2. 
Полагая эдесь в==0, потом «-=-5т, получим две строки, из кото- 
рых первую помножив нв У-1 и приложив в другой, получим: 


Ут О и 


тде Г знав фуккции. Чтоб определить теперь 


У — [1-67 МЕ. 
у У ри, 


заметим, что строка 
Би--я=- Усы 1885] 
г 


принздлежит такое свойство (Алгебра Лобачевского, стр. 822 *) 
Рау Б-Р У 1885 


|зажие числа 2, у ни будут [1]. После чего 


Бао вар +, 


& следовательно дкя ®>0, «т 
Билет — Бе = 


Бута] 51 УТ] 


= 
ут у у во то (в) У 


{84} 


* Ив самого равенства (83), дающего оцениу для абсолютной величины чвот- 
ной суммы ряда, сходимость рассматриваемого ряда не следует; однано ив суще- 
ства предшествующих преобразований эль сходимость следует (ам. сносу на 
отр. 40 наст. тома х сочинению «0б мочевании тригонометрических егрон»). 

* Страниля укжеднл но оригинальному изданию сочинения «Алкобра или нычит 
олени конечных», В настоящем издания ей соответетвует стр. 228 ГУ тома. 


зая 
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дия всех углов «>> 0, «ти изд бы впрочем ® ни был малый угол *, 
Ставя сюда Ф=-2, «=А»м, получим для веяного приращения &2 


зотом заменяя знаки приращения и суммы знаками дифференциа- 
лов и интеграла, 


< 
| == | щи *. 85) 

Подобный переход от суммы к интегралу предлагал Г. Коши 
принять за ослование в интегральном вычислении. (ого 4е 
Гбсое роуф. Тоше АЦ, р. 590). В сочинении моем (06 мочевании 
пиригонометрических строк (стр. 299) я етаралея доказывать строгость. 
таких начал. Настоящий случай требует увериться только, что 


= 
2-2 ваз 
Е 
з 


уменьшается беспредельно < возрастанием а, как бы х при том 
ни было велико. Действительно 


ера етыты +. 
е@--) Ее) т'“`] 
Выше доказано было, что значение бесконечной строки, которая 
входит здесь под знаком интеграла, с возрастанием х приближается 
х нулю; при том зтх<.1, следовательно Г может сделаться как 
угодно малым числом Т. Впрочем интеграл 


"а 
я аемыя + 


8 


2 
р м-в, 
; я 


* Равоногро (94) имеет, каз иввестно, меото, воля 0 < < Ая, Вывод Лобалея- 
ского евяван со сходимость разложения фуниции вгоЁе 2 в отопенной ряд и при- 
годен, вы Зо <. Следует тевико заметить, чло в этом выводе под № [1 -|- 2] 
нужно понымьть рад [856], так. нак равенотво [855] определиет фувкцию Ё (1-Е 
нводновньчно (ири помощи этого равенства определяются 200 ветви могарифыиче- 
ской функции). 

* Обоанованио этого звключония см, в примочьнии [4]. 

© Отранища упазна Лобачевским по отдельному остнаку оригинального 
модьния, что соотвототвуот отр. 49—50 лот. тома, 

© В оригиньио отсутотвуех мнозитель и перед зыаном.нитеграла, 

 Рьсуждения Лобачевского правильные, однако зались невольно неброжня. 
См. подробнее в примечания [1]. 
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каное бы число положительное 4 ни было, может быть найден еще 
другим-образом. Заметим, что 


или, полагая ==, 


й й > 
№= | шло 2410 (5-—1+=) 
ды 7106 


9 


тде цоеле зычисления должно почитать 7==05. Основываясь не 
уравнении (49), заключаем, что 


. 1 
: =)” 
х= [неа ЗЕНИТ 


: (4) | 


Или [ур- (42) 
2 1 Эа 
С [5 8 
_ | Раши -- ны 2 


7 
(5) 
за |А каш здесь в > 0, то [ур. (68 


1 
М№= еь ть д. 


Интегрируя сперва в отношении в ®, получим 


| 


а ела вх 
м | А чз ре 
= +) тя 
Пусть тенерь 
ев 


, 7 тая 


+ Это заключение но обосновано, Сы. примечание [14}. 


395 
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с произвольным положительным чиелом а. Дифференцируя в отно- 
шении к &, находим 


би-т-Е 1858] 


уравнение, которого интеграл должен делаться 1 дия в=0; 
следовательно 


у-ва | 4 оова— сова | ща оо, . 185 
$ $ 


{а для ва=2* 


2 
44 1 
ве *, [85] 
что вотавляя в последнее уравнение для №, получим, нак выше, 
Ух. Уравнение (85), таким образом, служит дополнением 
х уравнения (84), которое, следовательно, должно почитать вер- 
ным в непрерывном уменьшении дуги ® до в-==0. . 
От этого предложения переходим к другому, не менее при- 
мечательному. Начнем с того, что для веякого целого положитель- 
ного числа $ 


Умножал на @=, потом интегрируя от х==0, получим 
. 1% 
в (+=) = 
ва — 
5 2 
Разумея теперь $= со, лод п или нунь, иви целое положитель- 
ное, под а угол >0, «т, легко находим в пособием урзвнения (84) 


вау а 


: 1 
зщ (+= 
— ^^ даа) для вывит-а, (ап --1уе-а, 
т. 1: 
° т =, (86) 
— 2—0, 


р о С ое 


х —=-чпт. 


* Формула [856] вориь, во молучена путем недостаточно аннуритных проме- 
эжуточных вычиспений. Сы, примечание ["]. 


$ Зв, 2803. Н. И. Побачевоний, г. У. 
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Теперь для всех эньчений х, от = —тдо я==-[- т, означаем /(2) 
какую нибудь аналитическую фуницию*, давая такому названию 
тот обширный смысл, который предполагает только нозможноеть 
для веякого х, между сказанных границ, отыекмвать 


а (= 
1 — (о, 
хотя бы Г’ (=) для некоторых х делелось бесконечным *. Пусть еще 
(2) в промежутке х= —т, = --т не переходит з8 какое нибудь 


определенное чиело. При таких условиях ищем другую функцию 
Р(®) от переменного ®, нединая с о-=—п до о = -|-т, из уравнения 
+= ; 


арфы [а ое е |; 


со, (87) 


| Останавливаясь в бесконечной строке на члене е известным числом, 
Которое можем потом увеличивать произвольно, полагаем сперва 


м] еее >) (#—ч) 


шт — =) 


Газ? 


или, все равно, 


+. 
2Р(ь) — | =, Пера ае. 8) 
це Ее 


Во ввякой анелитической функции, какова здесь {(х), обращать 

должно внимание на постепенность и непрерывность. В сочиненни 

‘моем Об чочезании тригонометрическия строьТ я доказывал необхо- 

димость этого различия, называя функцию /(2) постепенной, когда 

приращения в ней уменьшаются до нуля вместе с приращениями 
* Си, нводную статью, отр. 17 наст. тома, 


* Как видно но дальнейшего, Добвчевский фэнтически предполагьет, что во 


звяхой дакой точне левый и правый пределы /‘(2) равны бесконечности опро- 
деленного знака. 


© Запись воудичнь, так как ряд под знаном интогрёль раехолился. При пра“ 
вильной заниси формуль (37) имоот вид 
х $ 
АИ (=) = Ша 1-2 Хе — :. 
ЧФ - д а ее 5) } а 
га 


© Тазиы образом, в левой части нужно бы писать ЭР, о). 
$ См. отр. 45 няст, тоыв, з таяже вводную статью (отр, 16—17). 
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перемевиого 2; — непрерывной, когда содержание двух этих при- 
‘ращений с их уменьшением переходит нечувотвительно в новую 
функцию, которан будет, следовательно, дифференциальным ино- 
‘жителем. Интегралы должны быть всегда разделяемы так ча про- 
межутки, чтоб елементы под знаком каждого интеграла сотра- 
няли ноетепенноесть и непрерывность. Примения теперь общее наше 

„» рассуждение к интег|рированию в уравнении (88), рассмотрим сперва 
случай, когда [(2) постепенная функция. Интегрирование по 
частям дает 


в (+5 = 
т Г(а-- м) да = 
сы 
ЭТ ЭТ 
вш [9+] Ея Е 
1+9 (+5) а | Га (5) а, 
вт вт х 


будет ли /(2) непрерывной или ломвной функцией, с тою разницей, 
зто з последнем спучае каждый интеграл должен быть суммою. 
нескольких интегралов с емементами, в состав которых войдут 
одии непрерывные функями. Распространяя между назначенных 
траниц, получим , 


т т 
22-76) мо) „и м) 
вы зы 
5” (1+5) = 
Гео | 
8х 


5 
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можем почитать $=00 без приметной разности, которая будет 
собственно 

м1. 

Увы * 

м 3 

4 


и, снедовательно, либо нулем, либо приближаться к нулю © воз- 
растанием +, кан вижели выше. С таким предположением ‘и 
с пособием уравнений (86) находим для в 20, «* 


эт (+ )= 
А *7 ыы 
вые 


ва (+5 Е 


=—о 


ва (+5) = 
Гео т 48-я | Г&-- в) == (а) — ®)}*, 


ва 3 
—=—ь в ( +5): 
зы | Гео | оба 
Ш & 
и ат (=) = 
Роб А аи я (И) —/(— =}. 
ат з* 
5 9 
После чего 
Е() = =! (®) (89) 
кроме «-=т, для которого случая должны цисать 
— 2 —= = 
в (+5) = эт (+5) 
зРа=—1(—® т а | | Ге ® а @е. 
8 ра вы 


* Это но совсем точно, Разность, о которой идет рочь, равна 


* Это равенство, равно как и следующее за ним, спрьведлино. Подробное 
обоенование предельного нерехола сы. в примечании [1]. 
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Здесь в последнем интеграле пренебрегая тем единственным еде“ 
ментом, который отвечвет 5== —2т, и таним образом, основываясь 


на уравнениях (86), в тому принимая 
2 
вв (+5) ео 


+5 
=. Че 9, | дет =, 
т 57 вл та 
получим 
вы --(—5). 90) 


Чтоб не оставить сомнения в отношении в строгости, можем также 
прибегнуть в вопомогательному числу 8>>0, «т и писвть 
= 
1 
“т (: += }= 
Гоа 


аз = 
эт 52 


= Ра а 


= = : 
Е (+) = 
—^ 4*, 


* Здесь второй член правой чвоти должен иметь вид 


(5+1). 
—_—___ в 


ею Е 

Ш 

— 35-5 3 

или н обозначениях Нобачевеного 
= й 
5 (+ 1) 
поно | Аа 
#25 


— 15-8 
Эт» и дальнейшие выкладки, имеющие целью обоенование равенетва“ (90) 
непонятны, Строгое обоенование разонства (90) строится аналогично обоснованию, 


равенотва (89), приведевному в примечании [18}, 
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Здесь 
ав 
ча ( )= 
ав == 
9 вт 
—= 1 — зи 
вт $$) = вт 5} 
Сев: Ре 
тв т —х 
2 $ 
за | После чего 
Ио ма (#5) = 
Гат) + 42 = 
сы 
+в — 
== | ге * [теюе- 
° — 2+8 


к 
=—* | пе И9 1). 


5 


В сочинении моем Об исчезании тригономепурическия строк употре- 
бах я другой епособ, чтобы иритти и уравнению {90)*. Так как 
значения (2) собетвенно даны от х==—х до ж==--я, и еледова- 


тельно произвольны для х> т, то принимая 


Теа 


дия всякого #>0; потом разумея под Ф(2) новую постепенную 
фунецию м, которая происходит, когда в (2) ставим х-|-5 вместо х 
© известным числом 8>0, можем писать, смотря на уравнения 


(88), (89), 


ва | это (и) = |“ [(+5) е—=8] 


а те—=+ з) 


$ (2) 4х. 


* См. стр. 18—80 наст. тома. 
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Это значит 
ы : 1 
27 (п) ыы [( --3) ее] Теда 
у уе 
|= [(++->) #—] да 
т (7 —ю® 


81 Те 


| т [(+5) #-=] нь |= (+ 1) (вы 


ПИ рт 

ат [#5] ва [9+] 

27) ( -3) ею -- -3) езде, [905] 

вт 52 эт 5? 
о ® 

Для 8 столько малого, чтоб 7(х--8), /(&—8) можно было прини- 

мать аа /(27), получим 


во | З= Г (а) = (®)--СЕ®— 76 ы 
$ 


Последний интеграл представняет т, вав бы дуга 8 мала ни быль 
[урав, (86); поеле чего получим опять уравнение (90). 


* В правых частях [008], [906] и [905] подразумевается переход к пределу 
при #->00 пооло пычиоления соответетрующих интегралов, Равенехро [906] Лоба- 
чевский получает из [00Ъ] фавтически примоненнем первой чеоремы о среднем 
фод знаком предела) и переходом к пределу при %$—>0, но применять эту 400- 

885+) 
рему нельзя, так кан, как бы мало ни быхко 8, фувиция —— ——— при доста- 
вт 2 
2 
точно большом $ но является знапопоетоянной в интервале (0, 3). Обосновать 
равенство [906] можно при помощи рассуждений, анвлогичных чем, которые при- 
ведены в примечании [#]. 
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Так как Г(2) в уравнении (81) — произвольная функция, то 
поставя /(-—2) вместо /(2), потом — вместо х, наконец /(-—‹) 
вместо /(), как сейчас доказано было для непрерывных функций 
кроме случая я==т, находим 

+= 


2=/(—в) = 1 {1-52 У сов (#-- ®)} (2) @=*. 


Это вначит, что предложение (89) справедливо для всех отрица- 
хельных значений « по веничине «п; а в уравнении (90) вместо 
(=) можем писать Р(—=). Итак, дня всех углов ® внутри 
траниц —*, |-® и для веякой непрерывной функции /(2), 
будет 


.: : ._ 
== | пове-ь У, | собой | (1) 


Еели ж о==т в бесконечной строке, то 


| кие) = 
1 + 


“ о $=1 
23 | 9-х { тусы а | 


: 92) 
4= ‹ ) 
Особенного внимания не нужно было до сих нор обращать на тох 
случай, когда (2) для жакого нибудь х делаетея бесконечно вели- 
Бим, потому что в ‘инчегральном исчислении принимают веегда 


Ра 
гыоа-т®—1%, 


хвковы значения /’(2) ни будут, лишь бы 7(2) не делалось беско- 
нечно великим между границ а, 5 интеграла *. 

Если к Г(®) не постепенная функция, так что 2==а отвечают 
два значения. /(2) = А, /(х)-=5, из которых одио переходит грубо 
в другое с возрастанием 2, то стоит только под Г(а} разуметь А, 


* В правильной заниси 
= 7 и 
гы ра, Зее фоне+ «)} (2) =. 


* Боди функция / (2) непрерыана на отрезке яитогрирования. 
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38 х=:а* вместо /(2) писать /(2) + А— В, чтобы мовтененность 
уже везде сохраняшась. Уравнения (88) и (89) донжны, следовал 
тельно, теперь давить для оа ` 


4 . 
ам | = | м) 6-5] рыл 


вре) 


+ (а „|“ [+5] йе. 


#12 56 *) 


Здесь 


|" 9 1 зо НЫ , 


ре 
2 


. 1 

эт (#— ©) 
2 8—5 

Ддя ®_›> в те же уравнения (88), (89) дают 


2*{/(®) р А— В} == _ 
ТЯ 


зт -—(5-—® виа -—® 
2 2 ‹ ) вы 2 

Здесь 

= . 1 «а . т =. . 1 

еее | #5) ее 

ПЕ 4+ фот, 
шт = эт я вш— 

„у. 2 я р 


з! |Таким образом, уразнение (91) вэтих двух случвях оетаетея вер- 
ным; но для х-=а находим 


№ ны о в. 


за =е— а) эт 5 


< Н 


тде последний интеграл представляет =. Отсюда 


назв | ва [ (+2) е-9] у 


зт = (=—@ 


* То-воть при >. 


зо 
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Это значит: 


3=1 


{93) 


+ += 
1 1 : 
== {еда -У { сов (#— а) 1) 4 [12 
зеякий раз, вогда с 2==а постепениость функции { (7) нарушается 
трубым переходом от / (2) = А в /(а) = В. 


А 


Применыя предложение (91) к уравнениям (80), (81), получим 
для всякого чиела и>0 и для всякой дуги в > --к, «п 


г [1 
[27° с08® ее {+ У (5) т совы 


т 
= Тв «в 


у” = 


" (=) +— 
й МЫ ==», 2 08 (2—1). 


«1-х 
в—1 2 ([п—1 

2 2 
Еели здесь и = 2т чотнос число, то 


=. (2т)" =" мож 
27 Сов" в > [14 У 


= 


9= сов] 


идей 


или можем написать иначе 


(2т) 7% 


о ид Утеитт сова * { 


Ноставя сюда 


4=А— т, 
от)" — (ат) ат)", 
ть 
= , 
получим 
^=0 
т о а Ш —> ма 
2” 008?" в — 3, (21) > сов (2т — 2) и 


* Из сенозного равенетва (д -|- а) ** 2% — (2 -|- 2)" а”"*, положив ша =, 
се име ттт" в), потеря 
=— 


я=. 
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=ю |— известное разложение чотной степени козинуса в косинусы 
кратной дуги, 
С нечотным зиолом п -=2--1 уравнение (94) делвется 
41 
2-1 ов 1 о — ит у ттт 4008 (21 -— 1), 
& ставя сюдь =" 
$==А—т, 


от (от пут 1 А) "ив 1) т, 
ззолучим навестное выражение 


А=0 
та а” = —_ 
2+ сов +1 — У, (2т | 1) сов (2т - 1—2) ® | 
Еели в уравнении (91) полагаем {(л)==608"% от =— 1 до 


&=--Т», а вне таких границ почитаем /(л) =0, то с пособием 
уравнения (76) для веякого целого # находим 


{ов в) соьа о а] 


2” в”? [1—7 

2 2 
Отсюда, поставя 2 вместо чотного, %--1 вместо нечотного $ 
[урав, (42)}*, ` 


+1= вв 
=" (8) ($) 
зо | 608 25 (д —0)с08" 2 4% т т 6082, 
[1 и |5" 
> =(5") `(5*) 


+5 
| вов [(22 -|- 1) (& —«)} вов" хде = 
а 


= "ен сов (28-Е 1). 


* Это равенство непосредотяенно следует из (76). 
* Следующие двое равенствь выменакт из ревенотв [80%], [806], воля; учесть 
бкаванное в сноске в стр. 188. 
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После чего для ®>0, == 


(95) 


я ) "= ) 7" овбы +1), 


х У (Е) аъ + 1). [958] 
с 


Последнее уравяение справедливо также для положительных углов 
м > ат, <, как можно видеть | яз „етичения двух уравнений 

{04), (95) в предположении ®2=0, = *. А когда сюда стевим 

з 1 1 

= =-- © вместо «, то получим для всех углов от а = тп до == я 


ни КТ 
р] > (5) (5) ©0829 а СЕ — ==х 
. ("> 
ху ("= (Е) "евенноа, (96) 


* Равенство (95) дает разложение в ряд Фурье непрерывно фунеции, равной 
стоить о лир (1, 2) крат пухюольяерниних(-1,—=), (2); 
потому при замене в черое «т. срыма радь будот рава нулю, оолл 

0<®-< трать замоня и приводит к ева}. 

Но Е хак сумма ряда (95) является периодической функцией е дериодом 2к, 


то онё равнь нулю в в интервале (=, =) следоватешьно, равенотво` [95а} имеет 
= 
‚>). 


таюне место в интервал (- а 
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После чего уравнение (95) может быть предотавлено двояниы обра» 
зом для вех углов от в==0 до а-я *. 


271008" вы 


> 
) вов (2-1), (97) 


х[+ +; (+=) “(:.) — вов}. 8) 


Для п-=2тщ чотного чиела последнее дает то же, что было выше; 
между тем, в первом 


ев "1 =5 = 
ке СВУ Аьноумя 


и следовательно 


4)" (“-+=) 


2—1 сов" 


ху (=) жен 9) 


* Равенотва (97) к (98) справедливы но только в пятервале (© >. по ню 
ыы итрыль (— ®, ®), ых вия в эмм иитриль имеют ыы раровоты 
(05) х (96). Из вопрерывиости разлегаемой в ряд фунвции слодует тако спра- 


вапливость этих равен м нь вовщох нитерволо (— №, "). 
1 
* В оригинал отоутотвует множитель т-.-> в чиелителе дроби, стоящей 


в правой части этого равевстпа, 
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Это вначит: 
1 2т (2т —2)...2 
фир орт Е [вова т 
2т—1 (2т —1)@®— 3} 
| тр 8 20989 ов 3)Фт 5) 20869 | (и 


Для п-=2т--1 нечотного уравнение (97) дает обыкновенное раз- 
пожение на восинусы нечотно кратной дуги. Напротив, уравые- 
ние (98) делается 

о (т 1)" 


208 ту =® т вх 
(+99 
хе) 


2 1 2-1 
112" 28 


д2"— 


„3 


608 25 } . (100) 


=» | Это значит 
1 2т(2т— 2). 
о ие И, 
(т -+-1)(2т— 1) 
+ битве 5) °°°*°-- к. 


Уравнение (96) умножая на 4= и интегрируя от в==0, получим 


сов 2а -- 


дия всех углов от «-=0 до в-= ак 
В 
(1 1 2” 
>® = 
.._ (") ) 
ы Е = 


И 
уаы( “(ЧН веник 
_ У+ (=) =. (=) 7ыаощое, (101) 


* В оритянале ото равенотво имет вид 


(от Пао а — 


2" 1.3 . 
2т— 1.2 8 р -— 1.2 —3-2%—5 
о А Е а 


* В оригинале вместо множителя + в ловой части равенства ивпочьтано-т, 
© Рьвонотоо (101) имеет место, ка зе ка и (96), в хытервале —, =). бно 
х 
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Чтоб уверену быть в еправедливости такого выражения, надобно 
только доказать исчезание бесконечной строки*, Это можно видеть, 
принимая тотчас $ так большим числом, чтобы без чувствительной 
равноети полагать уже 


1 
—5— 


(=) - я . [1018] 
(-==—1) " 


® 


(— 0-5] + 


в) 


. [101е] 
1 


[1014] 


* Эго ирлипозе, лаз как Лобачевоним дошавани (ом. ивиример, вочинениь 
«06 исчевании тригонометрических строка; отр. 8—70 ивот. иаданая) воамоз^ 
посль потленного интегрирования ряль Фурье, 

* Нами поправлены почии вое привые чаи формулы {1075} -— ВОЛИ. 
В орнгиньло: „ 

1) » формуле [101] вместо множителя (5) * папезалано и 


„\-® 
2) в формуле [101] отеутозвуют мнозители (— Си (5) з, 


3) в формуле ПО1е}вмвото множитеня (=) 2 нвпечатьло (1% 
» 
ит" 
4) я формуле [ПОМ] отбутотвукие множители (— 1 и (= , 
| „=: 
5) в формуле [1018] отеутотвуниг миолители (-- 1] и (2) . р 


ъ 3 
6) в формуле [ОТВ] в анвмонатело иместся лишний множитель (“= . 


мА . СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РЯДОВ: 


ЕЕ 
Сэм е 1 * 
в * РУ [1о1е] 
ев РАН 
«та 
. вай 8-1 2 
О 
(у) эн м 
__ п-Еа 2 
2 
а следовательно множитель при зв 2% в строке (101) будет 
(5) 
1 = 
р — —- пот 
1 р 
5") 


„з | множитель при з (28-1): 


. : 
. еле 
: (2) (5) 


ео” т э. 0 


Ре 


Цоеле того, что было доказано выше, строка (101) должна, следо- 
зательно, под конец делаться исчезающей, 


В уравнении (101) полагая ® == тт, получим 


1 
ре чо 


Если же поставим еюда 


в=т р, 


1 + 
* В оригинале высото множителя -- напечатано >. 
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то находим 


> 
(—1\ я ЗЫ Е ЕЕ Зы 
_ ХУ ("+ (+2). ао 
с |тде т, р- проиввольные числа. Для ж==00 © пособием урав- 
нения (41) последняя строка обращается в 
1 1 1 1 
ЧЕТ... 
„Для веякого другого т уравнение (108) се обыкновенным озна- 
чением предетавляет 


в)” 

( 2 ‚_ ФЕ) Ф-- 5)... фЕт-- ПУ _ 
| у" @--2) (2+9)... ф-т) Уз ф-т 1) 
> 


И. 1 тр, 1 и р—П@т-Ер—8) 
8 2-8 тб (и-Рр 8) @т-Нр-- 5) 


Уравнение (102) помножив на такое же с переменой » на я 1 
мчолучим весьма примачательное выражение 


О о 


кУеен(ыНу. в 


которое значит 
$ „_ пи 1 п 
= Г 16" а ЗА 


%(®—2) 

@--)& 28) 

1 п(п— 2) (п —4) 
ое Ь + 

171 10-009 110—909, } 

ТЕ ЕЕ 


10 Зав. 2428. Н. И, Лобачевский, т. У 


Е 
5 
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Для п-=0 это будет 
н 1 1 1 
эт тиран +.. 


Для п ==1, п=2 
1.1 1 1 1 
ы — 
32 3 1.3.5 8.5. 5.1.8 
Для п==3, и==4 
ыы 2 | 1 | | 
16:82 3.5.7 1.8:58.7.9 (3:5.72.91Е 1 


утв 


аз | Подобных уравнению (104) можем найти много, продолжая брать 
интегралы в обеих частях уравнения (101). Так, еледующий инте- 
грах дает 


ее еже 
неее 


1 
Полагая здесь  -= 5.т, потом умножая на такое #2 уравнение с пере- 


ау уу 
кн ее)еву т” 

ев ыу ее 
к-р)" в 


* В оригинале в озой и в опоующей формулах ь начале казодой скобки в. 
еду 


"левой: чкотя вмеото р. ЗАПОЧЬТАНО +5, В аЧЬло правой части вместо 4 напечатано 3. 
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з» |Это значит 
1 п 1 1@®—2) 
ера рано +. < 
1 ®-1 1 (+ )(@а-—ь 
х| 5“ в Г 3% 28) (2-5) +... |= 


о о» 1 м@—2) 
+ ооо 1 =} 
1—1, т@-па—з) 
хр за Е -5 + | 
Для п-=0 будет 
1 1_ 1 1 1 
ее $ Я.5 Ты П.Т }= 
Е . 
-2(: ве -е+ ..} 
Для п=-1 
1 [9 АЕ 11 1 1 
3(3 3) [57+ 8.5151 128.91 | 


1 1 1 
в Ра. Вы. --- 


зм | Уравнение (105) разделяя на такое же с переменой ® не #--1, 


ыы 
(ыы) (=) 
енд 
сы. ВеБИСРУАНУТ, 
х 


го 


ка --®) ° 


* В орнгинало ото рот жи вид 
аа 1 н } 
и пэ+.- =... 
а левая часть следующего равенстве — вид 

1 1 1 , 

50595 - = вова. }. 


* В присно а долл хз виоринчае авой части вызото 2-й далоти 


`тано 3. 


1 


в Сочинения 210. ТЕОРИИ ВЯДОВ 
Например для в =0 
11 
дай Рене... 


мат, 1 О ОИ 
7.5 5115.1. ^°. 


1 . 

Когда в уравнение (98) ставим зт—® вместо ®, потом, умножив 
й 1 

н8 608" 4, интегрируем от в =0 до «==-.т, то получим 


25-я [бий осовть а = 
т т { 5 | сотовая + 
тот 7” 
у" 
ы арт ут уве . 
+Усь (>) (5) й 608 24% 08% < №]. 


з= |Здесь, как видели выше [ур. (96), 
1 


{ сов ® до р = =, [1058] 
2" (1 [2 т " 
2 2 
т 
м -т 
{ <08 2 $0 СОБ" фо - ыы т 
3 : ны «т 
"= (5+) 
2 
= = 
кт" (=) (+ ") 
т т 11055} 
== = 
2" (+ =) (; =) 
Поеле чето 
з; ро 
реет {ато сов" ада АТ" х 


о УМУ 
же "ен 


* В оритинале левая часть этого разенетвя умеет нид. 
4 
8-т* 
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вс переменой п, т ‘на Эп, 2т и принимая в рассуждение зенте- 
трал ($0), находим 


2т+ т ( 
отт" 
т(аи) ат) 7—1 тт" 
отт тт" = ох У» ы }. 
вы |Наконец, отеюдь 
п”?т фо ==. ю 
ии паротит. 09 
Например, для т==—-л это дает* 
| пт —. 1 эй Й я? я? й 
Эшли В т Ро я. (000 
Для т=1—п 
ы 1 1 й 
т(— пешие 2—1) пи) 1 
‘ 1 1 
Тер-о-5 оБы-е25 т 0% 
Для т==2-—в 
= 1 
2и—®— тия 2—2 
1 
ибп и—2)®—38)} + 
т . 409) 


Ко: —9@—5 
Уравнение (107} умножив на 4% и иртогрируи, получи 


ее)". 


+ Вто равенство нолучается из предыдщулного, есии воспользоваться зворемой 
умвожейия гамма-фуннции (58), на основании которой 


2 
я—1 


2 1-1 
в" (#5) ОЕ Я (рн, 
* Ив основании (48). 
< В оритиные в эявмеязтеле под внаком интаграля пропущен мнознятель 47. 
Если |215 то ввику равномерной сходимости рядв (107) в интервале (0, 2) 
почленное интегрирование этого ряда допустимо, 
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Жюли = уравнение (107), разделив сперва на п, умножаем потом 


на @п и интегрируем, то приходим к известному выражению 


В уравнении (106) полагая д == т = 1 


5_› получим 


1 1_1 1 
Ва Ра +... 11098] 
ГО "ООО * 
58 53.7.0908 ^91.11.189 ^*^° 
1 1 , 
Рота ела Г." ° 109 


г ии 


58 


Заметим еще интеграл 
: 
== 


{| иоообиабе до 
8 


ВЕСЕ сяк, (19) 


ге " ("== а 


* В оригинале левая часть этого равенства имеет ввд 


НТА 
в (= кии). , 
* В оригивале вместо поеледного члень 


1 1, 
9.1.158 Запечалано ид дь- 910 
равонстно получено на [109] вопарным соединением членов правой части, начи- 


ная ео второго. Аналогичное соединение членов правой чвсти [1098], начинвя 
© норвого, приводит м [1096]. 
т 
© В оригиналь первый член правой части этого равонотв равен тр’. 


— 4 т 
* изчатато Из 


$ В офитиньло эместо первого множителя правой чот! 
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который легко вывести с пособием интеграла (78) и уравнения 
сов (Е 1) ровер вв | сов ба бов д — [ вр р сов вЫ 5. 


Перейдем теперь к интегралу 


Х= | 608 (15 — р1апр 2) вов" 2 4х, [1108] 
. 


тде р произвольное, я всякое положительное. Баз назначения границ, 
интегрирование по частям дает на правой стороне 


1 р соавт (их ри и [обвтроовбы —р 1152) @&— 
т [ов ож ии ртов [1105] 


следовательно, для п > 0 [2] 


В 
2 


х- { 608 (д -- х-— але =) сов"-1 4х, ан) 
: 
4 р -юх-о *; 


лотом интегрируя: 
хе ем. Галла 


Зтоб определить функцию М, которая не содержит более р, на- 
зыввем Х” выражение Х, поставя сюда р--” вместо р и разумея 
под г целое положительное число, Основываясь на уравнении (111), 


* При номащи [1106] получаем: 


з я 


з 
Ре [зло (а — 18а) ва-- в | соиеайв (ия — р) эт 2. 
р ь 


Отсюда легко найти, что 


3 
ОХ ри | онпвасонция разви, 
ге 
; 
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®—1)""ечих 


с08 (по 72 — рат т гар 2) в08"+7- 5 дж*. [111Ъ} 


[ели ”— чрезвычайно большое число, то под интегралом можно 
довольствоваться весьма малой дугой х, а потому для г==0о по- 
читать со всей строгоетию * 


== 


Е ЗО 
(и е- 5” 

и поставя значения интеграла [ур. (76) 
пик — 2) "1" * 


| 208+" ха ме] 


” Е сн 
ие (Ра) =)” 

или [ур. (54}] 

Х' = жире 2)" 


рут 


Е ее )‘ 


Между тем для г=есо [ур. (26)] 


пи ии 


пе)" Узжи-ьи 9) в . 
р Ти 
Е а _& > 
еее, 


И 
"Идя" "Зе". 
* Ив сопоставления [1108] и (111) следует: 
х(и»э- У, +1, 


откуда 
Хр О, 


Подотавив оюда р ---Г вместо р, получиы: 


у — т)" 
х я т Х(р т 1), 


то-вать, есжн учееть, что а 
м 
* Подробное обоснование ем. в примечании [21]. 


„ равенство [111Ъ5]- 
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зат | После чего 
,_ дит е-" 
и следовательно . 
| пе 


Ей 
Здесь дая г==оо [ур. (9) 


( + рт" =. 


Так находим 


т [м [1118} 


хе?" 1 
пре № 


В 
Е 
{ 508 (вх — рав 2) с08"- их == 
. 


{118} 


который дал ему Г. Пуаесоп с доказательством собетвенно для 
целых чисел ю (Топгпа! 4е Г6ео\е Ро1уф. Тот ХП, р. 480). Слу- 
чай р—я рассматривал Лаплае еще прежде, нереходя в вообра- 
жаемым от действительных. Впрочем, этот способ, ках замечает 
сам Лаплас, может служить только руководством в исследованиях 
и первым средетвом к открытиям, не предетавяяя должной етро- 
тоети (ТЬбоше зиа]уб. 4ез ргоъеЪИ6в, 64, 1814, р. 184, игод. 
р. 82). 
Уравнение (112) помножив ва 4р и интегрируя от р ==0, получим 
примечательное выражение 
вплив (пл “Чат 2) 


—1 
и 605"-1 2 рат, (14 


зе 
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где поеле интегрирования должно полагать х == 00 и где » не только 
‘положительное. число, но может быть нулем, потому что 


й 
я*. РЗ 

{ в ао) | Я длит. [145] 
: 


п 2003 х 


| До сих пор принимали в расеуждение только х”"” е покава- 
телем п действительным числом, хотя затем уже произвольным. 
Теперь будем говорить более в общирном предположении, допу- 
ская в п деже воображаемый множитель У —Т. 


[У] 
Уравнения (11), {12}, (13), (14), (15) соединяются в такие три*: 


ее" Ишо, | 


У, (@+-2—1) 
10572 - ®) — 105 $(а) У ТетЕВ › | 15) 
Ге а-1) 5 ; 
Порт 
Е ета) у стас ое-а 
тде х целое чиело, а произвольное, знак вуммы относится к делым 
положительным $; наконец, 
“Уз: 
= 


« 


‘может быть принимаема за функцию о всявий раз, когда беско- 
нечные строки (115) исчезают, хотя бы < представляло ие только 
келое, но произвольное действительное или воображаемое число. 
Этот последний случай остается теперь доказывать и при том 
разумея под 2 вею действительную, под а всю воображаемую часть. 


* Здесь у Лобачевекого ортиба, В действительности 


| 


Нок 
Ин, 
ы 
и, талим образом, формуль (114) ве ворна, воли ис 0, 
* В равенотвах (115) нужно писать Г (г, а) вмеско /(2-|-в) и соответственно 
е-Ъ 9) змоето Гея -- 1), Це &) вменю Гена, (244-19 
мало /(#-- 4-41). 
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Итак, ставя а УСТ вместо а, полатаем 


: а 
зв | в ., 6086 — 


ужа’ 

я. < $008 [@-- 1) 8] 
т 
т боев о) 
иран У зв (2-51) 6} —* 


Е 


< ву) = 


я 
дааа 


, 


Получим 


. Ге 
2108 УВ — МУ, 


следовательно, по величине как Г, так и М всегда будут менее 


< 


т орзеуетя* 


Этого замечания довольно, чтобы принимать ф(5) за функцию 

только а, веерда © определенным значением [“]. Таким образом, 
недостаток в сличении двух выражений 

„г _ У 

[о 


« 


+ 


""е+)" 019) 

„= | исчезает вмеете с возрастанием х, будут ли я, е действительные 
числа или захлючать в вебе множителя У 1. Весьма примеча- 
тельную здесь функлию а”® Ложанлр предлагал ивавать гамма, 
которое название мозвно распространить даже на все выражения =*”, 
© каким бы то показателем в ни было. 


= В оригинале 


Боб : Е М Ба 6. 
, Тени * 
ча 


* В оригинале в знаменателе вместо {47-|-01) ® напечатано (х — а) +" 
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Уравнение (116), как видели прозжде, дает 0-8 == 1; а потому 
для произвольных х, п и целых чисел г можем допускать 


"Ги" [1168] 


и таким образом определение гаммы пополнять тем самым лоло- 
жением, хоторое приводит в уравнению (116)*. Сюда поставя #-|-- В, 
«—В вместо 2, я, в произвольными а, В, должны, следоватеньно, 


кеты" "+ 


После чего 


7—9" 

| для другого произвольного т 
ааа)", 

а потому 

аа", (417) 


какие бы чиела а, 8, 1 ни были, действительные или воображаемые.. 
Пусть в а заключается р действительная часть и «—р вообра- 
жаемая с /—1. Интегрирование но частям дает 


а 


1 
а--1 


оеяш е-в 1 1 тете, 


а-+ 
Для веякого, следовательно, целого положительного г, как скоро 


Р--1>0, 


м о 
фескажаретот т [о-вая д а 
: | 


* Неясно. о наком дополнении определения илет речь. Равенство [1168] 
следующее далее равенотво (117) следуют из овойотва (42). 


Дейотвительно, 
== == “= 
=. = С =я— — 
"= =; =” = ки: #29" .-@—9 . 
{=—*) @—”) {8—п) = ®. 


отвудь 2" 17 (1--г)=Я 7, причем г совсем но обисьтольно целов. 
* В правой части отого равонстев, в также в правой чвоти (116) следует при- 
писаль множилоль Х (21-2); иначе эти равонотва — только заимитотическио. 
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или [урав. (118) 
зы | сета 
| 


5 


: , 
таы (.- 27+ ав 


« 


(#7 


< возраетанием 7 границы второго интеграла сближаются к самому 
больному значению, которое приобретвет элемент выесте с теы, 
как будет удовлетворено требованию 

вер м) =0*. 


Откуда в праве занлючить, что воображаемая часть интеграла 
уничтожается для г==00, тогда как в действительной можно 
довольствоваться эначением 


веер 


< числом $ действительным и везьыа малым; & следовательно 
+ 
$ \" & 
| е- ( 3+—| = 
=. тр у+ - 
Мы видели выше, что для весьма большого г 


- (+ 


Посль чего е переменой # на х ИХ получим {] 


ы : 
феи 


8. 


> 
[есеанар ам (118) 
. 


для всякого а, лишь бы в нем дейотвительная чаеть была > —1. 
Рассматриваем интеграл 


{ 810981 220057741 5 40 = 


1 
Яп 8 

„* Боли а==р-4- И, гле <= УТ, 10] 6-2 ата | = 6-2 27+. Чеввя часть равен- 
ивы явилется производной этого выражения, В оригиные равенетво имеет нид: 
едина ра— 1) =0. Ф 


* В оригивале: зар 
@ Правая веть этого равенства в оригинале имоет вид 


8107842 р сов |. ре { з1029+8 х сов" -1 д 50; 


ВВ: бов д + врач др оо 1 дл. 


1 в 
в иг. 


зав 
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нак скоро здесь в в--1 действительная часть >> 0, то для всякого 
лелого положительного г находим, продолжив интегрирование по. 
частям, 


< ы ы 
: . 


з 
{ ВТЗАЧНЕ д СОВЙИНН доп "т 7 { внибинены д вовби-мч1 фр, 


ь 5 


{шонуде действительная часть в т 
т-|-г вместо т, получим 


--1 более нуля. Ставя сюда: 


: = 


ЕО 
=» 
Ее = {аня д сотах [1184 
| 


{ о а 
ь 


всякий раз, когда действительная чабть в п-- 1, т-|- 1 превышает 
нуль. Поставя “==о00, можем довольетвоваться в первом интеграле 


весьма близкими значениями к х ==, во втором —к Е: == т, а сле- 
довательно 
, т 
ыы ара деь тт Коы а дк. [1185] 
9 9 


Откуда для веявого чиела я, когда в я -|- 1 действительная чаеть >> 0,. 


= 
оста де дет ет, [018е} 
Ь 


Здесь А=1 для п-=0, а следовательно, вообще [ур- (118)] 


1 Ы 


еее 119} 


— то же уравнение, какое бышо выше (54), но теперь уже доказан- 
нов без всякого ограничения для веех как действительных, так и 
воображаемых чисел л [*]. ` 

С условием, чтобы в в--1 в--1 действительная часть была, 
положительной, интегрирование по частям дает 


. 3" 
ВБ совет рр ЕЕ адона оон рад 
т 
Н 


== 


= 
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и следовалельно дия всякого целого положительного г 


1 1 
= = 


р 
. т . 
{ ВОИ: д сов др == а ОЕ { 3109441 27608841941 хи ®. 
5 $ 


Но примеру выше для г==00, ветавляя 


Е 
вы | абв обоину оо уго | айс 
з . : 
и принимая в помошь уравнение (119), получим 


4. . 
2 соль 
7 Зри г бов ри == ы 


Зеиутчжй 00 


—то же уравнение, какое было выше (50), но здесь уже я, т могут 
быть воображаемые числа. 

Например для 2--1-=-еР 5 У 1, 2т--1-0, в а, В дей- 
ствительными числами нвходим после веех приведений 


= 


{ 810027 {сов {Боб вт я) | У 21 ви ($ 108 вш 2)} @2 = 


или в другом виде ` 


= 4 (вов фу — У —2 вт бу) У® * (12 
3 Ут ея „(= Е +) 
2 


ва | 


> В орыгилале в множителе перед интегралом в правой частя пероставлены 
чиолитель и аняменлтель. 
* В орнгивале формула (191) имеет следующий вид: 


{панику Лав | УЕ —. 
: ие” зе+ьу=у"т 


Равенство (121) получается из предыдущего подетеноякой 108 в д == у и 
заменой а на в — 1. 


аа 
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Для 5-0 


. (122) 


Уравнение (119) будучи помножено на такое же с переменой п на 
—^, дает 
пвп —*(-—-п=)-". 
Это значит 
1 


дез -а-м (. =) (1) ... 


Итак для п действительного 


Г (128) 


ев е-те > 


| Если же в уравнении (119) вывею я ставим а - 5/—1 и переме- 
ция знаки перед а и 6, после перемножим, то находим: 


05 (и БУ чении Фут) 
Ж(-а-ву Зое -а фугу} = 


пре -у 


Это значит 


Пень 


э4а 


__ маи) т . 
а тр (124) 
Берем наконец ийхеграл 
* « 
. _ шея . 
СЕ @40) ее тт + ах 


|‹ произвольными чиенами 1, п, лишь бы действительная часть 
вп} быпа >06. Продолжая интегрировать но чаетям, каходим. 
для нелого положительного и 


* 
95-27 


тт) 


[ЕС 


ее вн д. 


< 
| ве ви х ах 
Ы 
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Для г— 00 получим 
р 
$ 


Что вставляя, находим 


Зы 1 Их 
эре сах == 2.8 фты-и и* {9 
г 


я 1 
атак ар тит пух 
у ву у 
р] 


> прянимая в помошь уравнежие (119), 


а 
Е 
"с 


ти 


за | | мевшя а 42 


`` пу 
р э" ву Г = 
= — 


Отсюда нетрудно заключить, что 


< 


ев 


хо. (126) 


УЕ ви 


(ут (==). еее 
2 2 у 


Интегралы (125), (126) относятся к произвольным числам $, п под 
уеловием, чтобы в п--1 действительная часть была положитель- 
» Это ревонелво получается из предыдущем, если выравить #°”“®, 
ника вии -я 
= и (—УЕА по формуле (119) и воспользоваться воями- 
тотичоскими формулами 
1 1 
от — эт. 
Убе "е *, 0” о УЗже (а). 


* В оригинале множитель {#-—( — 07 «#*} отокт зе в знаменителе, & в чи- 
влителе. 


11 вап, эвав, Н. И. Лобачевовий, т. У. 
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ной. Первому можно дать еще другой вид; 


2 
3" 


| (ме 6-2) созт д др -= 


В 


— =(вл) — (27) 
22ъ (аи и-чу= уе" 
з= |Ветавляя сюда эначение (98) для 608%, находим 
Эка" ”" 
вене чеу- И аут" 
=? У уси -, (28) 


где знак суммы относится к целым числам А. С переменой # на. 
У 1 получим 


пенье , я 
==--2 . (29 
ныне Уи 9) 


= (127) лего получить из (195), воли учесть, что 


. з + 
ое вит ода = в" } ее ва пана ви | (рев) соб фе, 
: | 


р 
В оригинале в знамоньтело правой части (127) отсутствует множитель 22”. 


`МЕТЕОВОТОСТЗСНЕ  ВЕОВАСНТОМСЕМ 


`АЗ8 РЕМ ТЕНЕВЕМАК БЕЙ КАЗЕВИСН ВОЗЮСИЕМ 
-* 


УМЧУЕВЯГХАЕТ БАЗАХ . 


ЛИР КОЗТЕ БЕЙ ИМУЕАЗТАЕТ ИБНАСЗСЕСЕВЕК 
зоя 
ЕДМЕЗТ. КМОКА, 


 РАйо, К. П. быв. Вой, Роор ед. ег. Раб: кл Руа, беодторье Бу бет, 
: ий, Каме, 


НЕЕТ 1 


1835 — 1880. 


КАЗАМ, 
зн орк Баурьжтартя- Восвтисскязьт, 


. . ви. 


Татульный лнот «Метеорологических наблюдений узеблого округа 
Казененого университета»; хеградь Т, 
в которой бло волечатано сочинение «О сходимости бесконечных рядов». 


К стр. 3, 


ЧЕВЕЙ РЕ СОМУЕВСЕМХ ЕВ ОМЕМОМСНЕХ 
‚ веннем, 


> мя МОЕ. БОВАТУСИРУ$КТ, 


хор, овь, ки МАтАЕМАНЕ лы`ояв Пыпуккмтаки Кабам, 


386 эпезёисье Веве Каши дотремейИ зустёоо фас дав Хедвай 


а 
Яка - . - 
ЖОСЛЫЬ Фе оореионие Зашиьиюр М аПе флора ремибеп УХеЬе  Убй Г БЕЖЕЫ › зоп 
1$оэ, зьноюй Ие} Иры ве бт Фивебол оп У бсееерое. Мефшер бе \Уенье 
вер Розе ИРИ яоеъзжиааиа # Фогреяо И а, Фа йвге Бане ЗБ шип во пер вм 
Мербовиео Сева 5 вдЪеяЯ, {в бут фе Дао беге ев №4, ю ид 4е Выфе совет 
утеой ралли, ео УУень $ дег ВеВе Ко пан абфола вый БеБСЫцег бегошьей Безбль- 
пня» Зафети заза в ешо Зет топ т бе 2аЬ| хо прили, 48 во вто №6. 495 ле И 
нате зВег Сбобее февшейз / (5) убелаоызироя Шныь Ао Пане бепет Чезе ЕиоаеыИ, 
ЗЫ зощолтяй › Ибваен ЭС зи Вегосовоиуеи фене, 004 ЯеНев Коле фез ме ай т, 


ая фогочепянивв Мейл! влет сопуогроаео коеойбеве Дебе БешевЕ Цепинкй 42. 
за, фак 6е Заливе аЦег СБедес топ 2==74- Ь8 Вер ой тоюфвеойеть © Гобиаытеьй э- 
вони, Яр тоя нь р беды кое за вые разсо , во во фею Зунве Фег Вне фе 
Фар уемейь дез бредет /(>) боюлвшй жегдет, Ем зойфег Ней Запы ярефег ов ете илеоф 
ве Вейс Быеооей » во дате 


атоме: цехе, 


Ба ву р В Цна ю БЫ ша 


Е" 


Первая странниа оригинального издания сочинения 
«0 сходимости бесконечных рядов» 
(1-я стр, приложения к «Метеорологическим наблюдениям учебного округа 
Казанского университета», тетраль 1, 1831 №). 


© сходимости БЕСКОНЕЧНЫХ РАДОВ 


„Перевод в немециово В. В. Отепанова 


[ее 
Каждый бесконечный ряд может быть представлен при помощи 
обозначения 


Ул, 


Ч=1 

тде показанное суммирование относится ко всем целым положи- 
тельным знячениям $, начиная с $=-1, тогда как /() обозначает 
какую-нибудь определенную функцию от $, Если значения функ- 
ции /(4) убывают при возрастании $ тавим образом, что их сумма 
тем более приближается к некоторому определенному пределу &, 
чем больше их число, то рад называется сходящимея; тогд® можно 
определить значение ряда 8 с любой точностью, если брать в ка- 
честве поеледнего значения $ число " столь большое, что можно 
пренебречь суммой всех членов после /()). Вее ряды, не обладаю- 
щие этим свойством, не могут служить для вычислений и не пред- 
ставляют определенного числа. 

Таким образом, характериестический признак сходящегося ряда 
состоит в том, что сумма всех членов от #=7-|-} до ф==р вее 
больше убывает при возрастании г, как бы велико ни было р; если 
положить р==00, то эта сумма называетея остатком ряда после 
члена /(“). Такой остаток опять может быть рассматриваем как 
бесконечный ряд и представлен выражением 

&— Х /®. в) 
ЗУ 
Пуеть, например, /(@) =2'; тогда 
р 


- ое 


+= 


и 
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Далее, мы имеем для каждого действительного значения #<1*: 


он убывает при возрастании г и имеет пределом нуль, 
Вообще, если /(]) принимает положительные значения дия вк 
#>„ и, кроме того, убывает с возрастанием #, то для таких членов 


х 


ряда имеем: 
2) Х12>, 


хи 


70) 


тде { хотя и зависит от ^, мыелится таким образом, что для каж- 


дого А оно равно © или 1. 
Уравнение (1) дает в этом случае для остатка ряда поеле 


члена /(г) 
> 
В-=/() ХЬ2^, 
И 
где целое положительное число Г, зависит от А. 
Бели теперь определить величину р так, что она не меньше 
значения, получающегося из уравнения * 
до-+ . 
Г =76)2`, (2) 
то отеюда следует, что при разложении /($) по убывающим степе- 


вям числа 2 член 27” в остатке Е может войти только со множи- 
телем Г, который ве больше чем р—г. Поэтому равенство (1} дает 


всегда 


в < 1 У (8) 


тде величина в должна быть определена из уравнения (2) или по 


# —1<и<Ь 
* Функция / (2) определена, по сути дела, только для целочисленных эначоний 
зриумеять, и поэтому с помощью равенства (2), вообще гопоря, нельвя определить № 
хак функцию от №. Вместо равенства {2} следует пиозть неравенства: 
1)>10) 2, Речь 
как это Лобачевский и делал в предыдущих зочиненинк (см. стр. 37 и 88 наст. 
тома}, 
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крайней мере должна быть ме меньше, чем получаемое из этого 
уравнения значение 1, и где р должно быть выражено как функ- 


ция ^. 
В качестве примера рассмотрим опять ряд 


Уравнение (2) дает: 


откуда следует: 


следовательно, в силу (3) 


< 


п<=У* ре Е 


ты 


Суммирование дает:. 


Сравнивая е точным выражением для Ё, мы получаем для поло- 
жительных значений х<1: 


15 (=) <а—2)э1ю52, 
Если сюда подставить ар < 1 на место х, то получится: 
2105 (=) < (1) 21052--2105а*. 


Принимая здесь а произвольным, можно всегда мыслить 2 изотолько 
уменьшивиимся, что в конце концов получим: 
1} 21052 
а1ов | — —. 
ы (. ) 5—8 
Отсюда следует для 2==0 в качестве границы приближения: 


ЮЕ (5) 911 


* В оригивало вместо мнолителя (1 -=) тот 
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[и] 
Для краткости в дальнейшем мы будем под символом 


= 


п 
понимать произведение 
т®—1(—2)... @—#+1), [Ва] 
содержащее { множителей, которые начинаются с *, и следуют друг 
за другом, уменьшаясь на единицу. Если такое произведение раз- 
делено на подобное же, в котором я -=1, то это будет записываться 
так; 


по”, 


и, кроме того, 


и для всякого положительного значения й полагаем: 
д ®-—$ 
(9 ”-* = во*. [85] 


* Примеи. Чтобы облесчить рассмотрение некоторых последующих приводе- 
ний, мы добавим здесь явкоторые предложения, относящиеся я применению вна- 
ва 2°", Еоли р и т — целые положительные числа и р >> ль то легво получается: 


тв", р 
в)" = ин)". в р, | 


оли полагать уравнение Г справедливым и в слузьо отрицательного # и если 
подставить —т нь меето #, то получается: 


1 


жен. шт 
” ну 
Далее, 
о (быт, ту 
отвуда 
ас ЕНИИИ 
[в «=. У 
Делее 
Ут 
и . 
пе" = в. =@+ 105” уп 


== 
и вали г == со или по крайней мере означает весьма большое число, 
= 


Ели 
@+7° 


[2]. Уш 


[Прилечение Лобачевского] 
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Наконец, обозначение 
Е 
для всякого целого положительного значения + равнозначно выра- 
жейию 


Предпослав это, переходим к рассмотрению ряда, который 
‘получается из разложения показательной функции, Он таков: 


Я= у =. (4) 


Для положительных знечений х в силу (2) значение р полу- 
чается из уравнения 
2 ==, 
откуда следует; 
{—юб в = 108 (в"——*) —А1052; 
следовательно, 
—^) 105—051) —МюБа 


и, наконец, 


Теперь, если г так велико, что „1%, то при дальнейшем уве- 
личении г остаток В убывает до нуля; следовательно, ряд (4) 
сходитея дия всякого положительного 2, тем более для отрица- 
тельных значений х. Если бы мы пожелали расемотреть этот 
последний случай отдельно, то мы должны были бы положить 


5 -вы) 


[= 


и определить р по {2) из уравнения 


моя Щи Аа. 
(== (т) 


* Здесь Оо 
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но из него следует: 
Е 


17-1 
(2 — 27) 10а = 105 [(2в)"* "| — 2105 2-Н 105 и 
1 Зы: 


Отсюда мы имеем: 


"+ 


вю Е ов в: (1 


следовательно, 


и, ваконец (по № 3), 


< ( —5е т) 


ели мы будем продолжать увеличивать › после того, как уже 
2г--1>> <, то мы можем зделать В сколь угодно малым. 
Следовательно, ряду (4) при всех действительных 2, & также, 
как легко видеть, и при всех мнимых принадлежит определенное 
значение, которое мы обозначим через {(2). 
Следовательно, если х и у обозначают две любые величины, 
можно положить 


по Уф, 


= Хи я, 


тде В и В’ обозначают две величины, которые можно сделать сколь 
угодно малыми, увеличивая х. Произведение этих рядов дает: 


пол Вии 


= Нотрудно найти это выражение, если рассматривать произасдоние обоих 
рядов, но его таке чегко получить, если заменить рялы суммами, ибо, например, 


сх и ых 
Уи уи-х Учи=у Ущи", 
о > 


тде в для воякого { произвольно; следовательно, мояено также положить а 
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тде . . 
о а 
РЕВ а ЕЕ,, 
= т 
если здесь сначана отброшены все члены, относящиеся к пополне- 
нию двойной суммы, в которой мы можем положить 
рр 
Хи“ -е- 
= 
следовательно, мы имеем также 


Е 


гг = № еее. 


„Но так как Р состоит из произведени; 
ком или частично множители В и В’, то, увеличивая у, можно 
сделать также и Р произвольно малым; следовательно, 


Гаугу) = ге-Ну). 


‚в которые входят цели- 


Предшествующее служит для определения степеней с действитель- 
ными показателями, тогда как ряд (4) распространяется на дей- 
етвитольные и мнимые показатели. С основанием неперовых лога- 


рифмов г этот ряд дае’ 


ет == сови--У —15тз. 


куда получаем: 


оса 
= уни хх 
ие риа 
РЕ ^ т. 2 эх ео 
= хи -У мух ви 
Во: о ра ты 
г ро оно хи | 
У Зи Хх чих УХ чи 


ро 50 ЧЕ реьте ро та 


|Приме- 


Отсюда сразу видно, кавие члены из НЕ’ пужно ввять для пополнения. 
зание Лобачевокого. В оригинале некоторые из стоящих рядом знаков У, пере- 
ставлены местами, В преобравораниях Мобачевокий использует равенство 


(-#)"-*=0 (если п >> 0 п целое), из ноторого следует, что уз”? ==]. 
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Таким образом, тригонометрические функции могут быть введены 
в анализ независимо от геометрических рассмотрений, как я это 
показал в алгебре, изданной мною в 1882 г, 

Тенерь мы перейдем к рассмотрению ряда 


8= $ п“ 2. 6) 
г 


Чтобы здесь найти границу, которую не превосходит остаток 
ряда, надо сначала рассматривать все члены ряда как положи- 
тельные числа. Тогда уравнение (2} дает; 


ев. 


ато 
те 2“, 


те! 
откуда следует: 


п и 1", 
Со в п * 


При в--1=0 коэффициент при 2^ состоит из множителей вида 
1 А+ 2 , 


где $ надо полагать равным всем целым числам от г--1 дов; 
поэтому мы имеем 2: 


= АЕ , 
= (5) 
откуда 
в< 21082 тах. 


Здесь наибольший множитель в пт есть 


1-Е °; 
а 


* См. сочинение «Алгебра или вычисление конечвых», т. ГУ наст, иодания, 
<тр. 230. Это вочиноние вышию в свет в 1834 г; указывая 1832 т, Лобачевский 
имеет з виду тод утверждения цензурой (см. т. ТУ, стр. 9). 

* В обеих частях этого и предыдущего равенств поправумевается знак абсо- 
лютной величины, 


® При достаточно большом г, 


9 ая в _ 9-6)... 0-Е). 
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зледовательно, 0" убывает при возрастании 7, если тп +ь 
тогда как абсолютное значение величины 

хх 
+ 
1055 (=) 


при #<1 может быть сделано произвольно малым, 
Нели в случае п-{- 1 «0 положим 


то необходимо только взять ” достаточно большим, чтобы по абсо- 
ютной величине было вх < 1; тогда мы имеем: 


108 2 
вк, 
1 (=) 
в< ЗЕ? 2х. 
8 (55 


Хотя здесь иг" возрастает одновременно с г, все же оказывается, 
если подетавить х-|-{ на место х, если только 92 < 1: 


21052 
1 
108 (==) 


а эта последняя величина при возрастании { убывает до нуля. 


в< вета (ва =, 


Оледовательно, ряд (5) сходится дия всех действительных значе» 

ний п, а также для всякого х или лля 2/71 вмеето х, если только 

но величине х<1, . 
Для целых положительных значений » легко показать, что 


а -ау = Хил 


и что, следовательно, произведение двух таких сумм для двух 
положительных чисел п и т должно дать: 


Е . : 
У@ ое У Уве, 
=) = 


< 


* Чгобы в этом убедиться, достаточно учесть, что 


> м иг 1.. ищи ЕО 
06+. , 


и применить преобравование, подобное указанному в предыдущей одоске, 


172 СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РЯДОВ 


откуда следует: 


т) = пене, {6} 


Для того чтобы это уравненне, в котором $ — наивысший показа-— 
тель чисел я н т, было справедливо для любых целых положи- 
тельных чиеел, оно должно быть верным вообще для всех значений: 
пим®. 

Если поэтому обозначить значение ряда (5) через /(*), то мы 
булем иметь вообще для всех значений в и ®: 


(а) т) = Гб» -- п). [о 

яд (5) служит для обобщения при определении степеней, если 

подставить ›У—1 на место х; но этот случай в соответствии 

с уравнением (7) должно всегда предварительно свести к случаю, 

тде входит степень 1-м У-ь н по абеолютной величине х < 1. 
Например, 


уу; [78] 


следовательно, по уравнению (7) для всех действительных зна- 
зений п 


1" 


(У), +саузуи" 


4 


и, наконец, полагая —1-- УЗ ==, 


(2+2)" Упвжьуту. вы 


+26 


р 


1 
Если подставить сюда, на место п, ввести величину { из усло- 
вия я! =16 и понимать под »>2 пелое простое чиело*, то 


* Если два многочлена равны при любых целых значениях аргументов, то 
они тождествонны. 
* Двя дальнейшего нужно только, чтобы 16 ве делилось на #, 
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найдем мнимый корень 


"- —м/2-2ИЗ\*, 
Ут) * [76] 
тде ри М могут быть вычислены с помощью рндов 
У, 
9 


М У, 
= 


Остается только иовазать, что М не обращается в нуль, если 
ст 
только $ — не целое число и не больше 55.*. В ряде дия М два 
последовательных члена объединяются в следующее выражение: 
(ор (--а--в--2УЭ- 

зебру. [74 

Это выражение не меняет своего апгебраического знака с возра- 

станием #, как только 2 >1. Еели в этом выражении положить 


1—0, то в качестве суммы двух первых членов М получим: 


зы ереа-э—фючву8} > 


> Сео а— 9-10-52 У2}*, [7е] 


* Ио того, что > 3, вледует, чм 15, 
© В оригинале [74] имеет вид ° 

ПН о (уаз 
аи 9+ 

87а на-+5У3)—16 4 28}. 

Аналогичная ошибка, оставляен, к соязалепию, не нопревленяой и в настоящем 
издании, имеется и в «Алгебре» Лобачевского (ГУ том наст. издания, стр. 203). 

Так ках 

о 
ео ое?) + чз: 
= (+2) (1 3) 24272) + (+31, 

то следующие иалее из {74] заключения вое же справедливы, 

9 В оригинале формула [7] в связи с отмеченной выше ошибкой в {7} 


без г- 
о * 


‘имеет вид 
выехав = Ума в. 
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что является положительным числом для всех #< 6, Следова- 
тельно, при #«? в ряде М суммы веяких двух последовательных 
зленов положительны, 

Для #>2<8* 8-Й и 4-й члены дают: 


р 9, 


что является положительным числом, начиная отеюда, остальные 
члены объединяются цо два в положительные суммы. 
Для #>8<а4 три первых члена М дают: 


ченой 9 убей} > ря* [78 


ори > ыя| 


— положительное число. начиная отсюда каждые два члена, сое- 
диненные по порядку, дают только положительные числа, 

Для #>4< 5 первый член М ео вторым и далее по два члена, 
дают только положительные чиела®. 

Для {>5 < 6 первые три члена М дают: 


. аа ея [1 91° 
па > м] (НО — 9—5, > 
> 8 [10/2 —18,5 } >.0,64 №. 


Начипая отеюда, соединение следующих членов по два дает 
только положительные числа, 

Этим способом я показал в своей Алгебрет7, кёк всегда можно 
найти по врайней мере один мнимый корень из единицы, если 
показатель ееть простое число. При помощи одного корня легко. 


* То-всть 2 <+<3. Аналогичный смысл имеют и последующие веравоветва. 
такого же вида, 

* В оригинале в последней части неравенств [1] напечатано 8 бов, 
Сы. примечание [#3], ` 

© Положительность суммы первых двух членов следует из [76]; © помощью. 
[24] легко убедитьсл, Что сумма третьего и чотвертого членов тоже полояги- 
тельна, а дальше >> и. следовательно, суммы восх других пар также положи- 
тельных, 

$ Это неравенство справедливо; однако, по вое вероятности, здесь у Лоба-- 
чевского ошибка в вычиелениях, эвк кек из [7 немедленно следует более 
сильное неравонство 


> рьза+ 3—9 


ввиду того, что 18 >>0 при {> 4, 
$ Сы, т, 1\ ныт. издания, стр. 203—205, 
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найти также остальные мнимые корни также и в елучае, когда. 
показатель — составное чиело. 

Если подетавить на место действительного числа п мнимый 
показотель п У-—1, то ряд (5) служит также для определения 
степеней, если только абсолютная величина х < 1, так как только. 
в этом случае ряду соответствует некоторое значение. Чтобы 
‚доказать это, достаточно заметить, что если для некоторого дей- 
ствительного числа п предположить сходимость обоих рядов 


Вог 


иене, 
) 


в которых множитель при а, расположенный ио степеням п, 
состоит из членов с одинаковыми знаками, то ряды тем более 
будут сходящимися, если подетавить » /—1 на место п, так каь 
вследствие этого входят члены с переменными знаками, 

Все остальные случаи возведения в степень могут быть сведены 
к этим, если пользоваться уравнением (7). 

Возведение в степень с мнимым показателем ® У--1 может быть 
произведено также при помощи ряда (4), который всегда сходится, 
как это только что было доказано; но для этого мы должны ена- 
чала определить две действительные зеличины л и р из уравне- 


ний И 
вез" еа--с-а--УЗ Ул, а 
1—(-1+-УЗУ-1, 
[7ы] 
Рассмотрим еще ряд 
—п-э= Ут. (в) 


[= 


Для него р определяется из уравнения 


(Е 
Ея 
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<ледовательно, 
ею Ба Е (=) <мюв2*. 


Следовательно, остаток ряда после члена {== есть 


Во юр. . 
7 105 


Таким образом, ряд (8} сходитея для любого положительного 
2 <1и тем более он сходится, если на место х поставить —% или 
= УТ, если только по абеолютной величине < 1, 

Если в ряд (8} на место х подетавить выражение —{х {+ у--ху), 
то получится *: 


а 
—пачачи! = Уи 


ре 


= Усе” Чеучах = 


— Ус ее авув андЕ"—", 


где целым числам и и % должно быть придано любое значение, 
при котором {—п— т не отрицательно. Пусть теперь 


тер Ш 


тогда множитель при 224 в ряде для —/!а-- (а -у)} выра- 
зится через 
У. [1—0 
а" ра" ° 
где знак суммы распространяется на все значения $, для которых 
1—7, —9, р--9—7 не отрицательны. Для р=-0 или 4—0 этот 
коэффициент соответственно равен 


— 1% 
4 


или 


® В оригинале в левой части этого равенстьа и в правой чьсти следующего 
далее неравенства отсутствует множитель 108 >. 
= 
* Предполагается, что | х--у-- хи! < 1. 


Н. И. ЛОБАЧЕВСКИЙ — «0 СХОДИМОСТИ БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ» 177 
Еени 40 и ебли, кроме того, положить р==а- 19-Е, то 


этот множитель можно представить следующим образом: 


Е Хх 9 04240 -1 
ране а акт, 
мы х Аа = 


< СаТееА07! 
{ У тЫ 


= 


в 
оу т Нагара 


хо 


(ея, 


Отсюда следует, что этот множитель равен нулю [ур. (6)] и что 
ряд (8) обладает свойством 


(а+за--у} =га-э--га-+у, (9) 


откуда мы далее заключаем, что /() =105=*, пока х обозначает 


действительное число. Ряд (8) влужит также для вычисления 108% 
для мнимых значений ©, пока этот ряд не перестанет сходиться, 
или пока он при помощи (9) может быть сделан скодящимся. На- 
пример, ряд (8} дает для # = — 


и пасы 
мну уу 
+= 


ы = 
1% 1 1 к 1 
2 р ера +3 р (++>)_ 


* Суммирование распространено на аначения А от 0 до 4, потому что при 
^<0и пря а—А < 0 знаменатоль долается бесконечным, так как (7) "= 00, 
если г 0 и целое, 

* Это не совсем ясно, Казалось бы, что равенство (8) служит определением 
логарифма. 

2 В оригинале эторой члон последней чвети этих равенетв имеет вид 


ия 


(+3) 


12 Звж. 2805. Н. И, Лобочевовий, т, У. 
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Зходящие сюда ряды, которые всегда сходятся, как мы покажем 


ниже, дают: 


ю@ РУО ую -т+У-Т*, 


тде п обозначает отношение окружности к диаметру. На том же 
основании {[ур. (9)] находим: 


105(и—1) ак (1 не ти 


1098 (—-0=2ю8 (УП =ту-1. 


1, 


То, что здесь сказано о рядах для стеценей, логарифмов и пока- 
зательных функдий, я привел в такой же форме в изданной мною 
Алгебре*, чтобы не лишить этот отдел малематики существенной 
пользы, которую можно извлечь из тригонометрических функций 
и из разложения в бесконечные ряды, & также чтобы дать проч- 
ное обоснование вычиелениям с мнимыми величинами. 


01] 


Разложение тригонометрических и показательных функций не 
может в современных доказательствах рассматриваться как вполне 
обоснованное, Если рассмотреть ряд 


109 


то из уравнения 


108 (1—5 
= 


= Срыму рядь 


Лобаяевский, пояидимому, получает из разложения в степенной ряд арктангенса, 
как и в своей «Алгебре», где опрецеление числа л основано на этом ряде 
(ем. т, ТУ наст. ивдания, стрь 239}. 

* Сы. т. ГУ паст. издания, гл. ХР-ХГУ, 

> В оригинаие номер формулы пропущен. 
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следует, что 


а отсюда 


Наконец, 


Таким обравом, остаток ряда (10) поеле члена $==г 


и) + 


=: 


(р) -=о+уЗу (ке) < 
«ив °- 


| ища те 


следовательно, он убывает до нуля при возрастанин г. Поэтому 
произведение бесконечного чнела множителей 


= (--2)6-2)6 


* Бели 0, то 


ое. о кичвь... 


Положив {= 


да 
9—9 


Ф Здесь используется неравенство 106 {<<#--1, & танже неравенство п" — 2 
< У—, справедиивов, если 2.>-0 и г достаточно велино (члены исоледуе- 
мого рядв содержат только четные стенени 2, и можно считать, зто 22>0). 


я 
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предетавляет функцию 7 (2) переменного х, какое бы конечное ана- 
чение мы ни придали х. Чтобы определить эту функцию, рас- 
смотрим известное выражение 


Зоб ва == Зи ов сов, 108 (27) + У 1юв (1 — влсови)*, (108 
[= 


= 2 
в котором ® есть любое целое число, ®==5,, р= 8185. Если ® 
достаточно велико, так что можно принять "< п, п”>х, и если 
положить 


1ю8 (1 — р? со ро) — 2105 (1 — р? вой го), 


то получим: 


ТЕСТЕ 


Следовательно, осталок суммы * 


з 
р 108 (1 — р? со №) 
=: 


после члена, для которого #== 


< (2 „а 2" 1юв (1 — р? со пы) -| 


1, п о 
Рау а-—® * ›У2ю (ий) › 


где для А надо взять значение из уравнения для ', в котором на 
место р подетавлено 19. Далее имеем; 


[р _. 
С Рау 


+ -°_- 
< Тара то — р т в (лето — р} 


05 


* Доказательство этого тождества см. в примечании |]. 
* Бериве, вбеолотная величина этого остатна. 
© На основачии прианань сходимости Лобачевского 


^ 
— 
181<| У @—92 10а 2 +) |, 
т 
где верхний индекс суммирования представляет с0б0Йй то значение \, которое 


соответствует и = 1. 
< Здесь Побачевокий пользуотем нерапенотвами 


—ма—9<1-; 0<:<0и Уй—М>ар-ь (8>5>0). 
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и если 7 настолько велико, что г® > р, то имеем также: 


я аку а— 
Е< | 7е—я 
Гу? 20 (уз) 2” 1 
< а? -|[ ”°--р =} и 


Поли здесь отбросить те члены, которые заведомо отрицательны, 
то получим: 


104] 


Следовательно, можно веегда взять / < ® настолько большим, чтобы 
остаток В ряда стал сколько угодно малым и далее при возра- 
стании и таким и оставался. 

В то же время 


х 2 х 
21105 608, и Юй (че) 


при возрастании п приближаются к нулю; следовательно, ра- 
зенство 


; —_ р 
зшх Ув 1 НЫ 


при возрастании я может быть сделано справедливым с любой 
точностью *. 
Если здесь положить 


твой 
1 О а, 


то « предетавляет величину, которая при возрастании п убывает 
до нуля; но так как т, число логарифмов в сумме, является огра- 


* По поводу неравенств [106] и [104] см. примечание [21]. 
* При достаточно большом +. Иными словами, каково бы ни было #>0, есхи 
т достаточно велико, то 


ри ы пов тие < 


29 во 1—2 


в 
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ниченным, то мы необходимо имеем: 


вх 
58 а) 


и следовательно, 


и 


Подобным же образом можно показать, что 


108 603 #— У! т (11) 
= (:+ 5 

неа = 

шее) - Ук + р аз 


вели применить здесь известные равенства, справедливые для 
любого целого чисда я *: 


аа? 
Е 1098 би 
108 соз = 2н 108 вов -- 10811 — стр 
2ъ 4а05* {|= =) 
т [9 Чл 
2 2 в = В 


, 


ыы 
5 т") | 


следонательно, 


так как эть величина от г не завиолт. 

* Первое из следующих далее равонсив можно получить подобно тому. как 
это было показано дия равенства [108]. Второе м третье равенстнь получаются 
соответствонко из перзого и [108] с помощью формул, выражьющих тригономет- 
рические фувкцин через гиперболичаские. 
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— 108 9 


ее 


Чтобы найти для ряда (11) остаток В после члена {=”, полагаем 


и, наконец, 


* В оригинале в левой чвети предыдущего равенства стоит 105 (е* + е-#), 
а этого рапеиотва: 103 (=? —е-2); имеются п другие опечьтви, которыо адезь 
исправлены, 

* Следующие далее выкладки пооторяют соответетвующие вычисления при 
выводе оценки для остатка ряда (10), . 

2 В оригинале отсутствует множитель 2-- УЗ при 2 в числителе иравой 
части этого неравенства. 


$) Так вок По (: + 
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а, наконец, 
вто) ау у она) <, вы 
если только 

1>2 У и и (=). | 


+1 
а это условие выполняется, если пг > т *. 


Для ряда (18) имеем 
а 

юз] 1- = | 

(+5) = 


ели г настолько велико, что (-- - 


1.#-ь 1 
ва <ж7 *. ли 
у 
„Е 
3) 


Отсюда для остатка ряда (18} после члена == получаем: 


в (из )юж [1+ 


Е 


+ 


Е |< 22 У „ 


| 52 1 — 
+24 УИ жа [т 


НУ! 
Разложение функции в сумму бесконечного числа дробей тре- 
бует такого же уточнения, как и разложение на множители; между 
тем ‹ помощью изложенного здееь метода легко доказать еходи- 


мость таких рядов. Пусть, например, 


-5 


(14) 


тогда имеем: 


* Подробное обоснование неравенства [138] см. в примечании [8]. 
* Сы, примечание [8], 
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ц следовательно, остаток ряда после члена # 


Поэтому ряд (14} всегда сходится при п > 1 и предотавляет неко- 
торое определенное значение 8, как бы мала, впрочем, ни была 
разность п— 1. 


Для ряда 


© 1 
5= Уттает5, 5 


где разность «а—65>0, надо положить 


че >е-яе-9; 


отеюда следует: 


__1 идете), 
откуда 


: М 
в<—6+2" УСЫ *. 


Остаток ряде (15) после члена #-=7 оказывается, таким образом, 


{16} 


Еели а и $ — положительные числа и если положить г =0, то полу- 
чавтся: 


1--УЗ. 


< ау Уз 


Пусть теперь 


, (7) 


У тел 


* В соответствия с признаком Лобачевекого 


х Е 


В<:-ъ у о ча У з 


Аа = 


> Так хак УИ < | «| +-1В|. Предполагается, что » достаточно яелико- 
` 
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тде р обозначает положительное число. Уравнение 
р") 

дает: 


1 1 
м-тЬ+И и ре т (*—в) 2; 
следовательно, 


1 
в <р--2 7 УВ. 


Если к тому же заметить, что когда т, а, & положительны и сверх 
того т вв, то 


(АМ [2 
а (+) >; 
поэтому 


ь" ь 
т]08 а в + () } >т10ка--т 105 (' += 


и, наконец, учитывая . 
а 6" > (а 5), [17в] 


получаем для п> 1: 


ь< ур 


Следовательно, остаток ряда (17) после члена $==* будет: 


Ряд (1Т) сходится также при п > 1. В этом случае имеем: 


: 
ИР" ера в, 
а ВЕ 


а , 
трио. 


в<” рый 


1 
* В орисниьле поцавалель степени множитвая (1 — р") имеет вид = _— 3. 


1 
* В оригинале почаватель отедечи мношителя (26) умеет вил. 
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Отсюда получаем для остатка ряда (17) лоеле чшена {= 


2 Е а 
Си яя (рей —ре-тув * 
22 — 1) 7-1 (1) 
Таким образом, этот ряд сходится при возрастании 7, кек бы мала 
ни была разчость и — 1. 


Гы 


Перейдем теперь к расемотрению тригонометричеекого ряда 


1 У: вш (#2). (18) 


= 
Пусть сначала для целых и положительных значений п 
8: 
ни (#2 а) 
Р м, 
ЕР 
тде р означает любое положительное число. Если в этой сумме 


объединить иаждые два следующих друг за другом члена и посту- 
пить так же со вновь образованными суммами, то получим: 


оп 


реву р. +9, 
Р, = сов Р. + 9. 
Р,-- сова Р. 9. 


Вообще мы имеем для целых значений № 


Ри а 608 (2-2) Рн-+ @», 


тде 
зо (27 8—1 "12 
р —_ ‚ 
=, 1-Е р?" 
тт аа (8.2 па 
9» = 


р? "Нур" 1) . 


ет 


> В оригиньле это неравенотво имест вид 
1 1 т Ц 


29 =» 
Вит 


1 .- 
вр"О ры" а м 


„тт 
2-3 
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"Таким образом, получаем: 


9 У вт (27—12) Ч вт (2"—*2) Ри, 


= т мт 
2 2 


и для те: 


вт [2^ хр а— 5 (3) = 


ь пса") вн (2—1) 
9, ры т 9. - т т ы 2" 
= ры вт --Р 


т : 
< Хы еотси< 


в (2—1) 9, 


ы 


1 


<1 ор уче) 


и, наконец [ур. (18)}, 


за (2799... < 


1 1 1 
Зара ре" + нь +3) ое 
т 1 й 1-- У? 


< — = гы+- 
ера) 32-9)” 2 (рае ов=фь< 


1 
<б-е--а-кузУЕ 2" Уре} * 
22-522‘) (1--22°*) 


В ПРИ 
Ин а О-- И УЗ. 
2(2-5р2 *) 4-22) у 


* По абсолютной воличине. 
* Здесь иопольвуется неравенство [178]. 
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следовательно, 


=. 1+2 и 
< ОУ т ЕаНУЯ 
о) + 


Здесь * 


4 < < АУ. 
. ее РУЗ "эру 


Остальные бесконечные ряды в выраженин для границы Р зуть: 


5-х 


=: 


ду 
РЕ е-а, 


и 2 
57 рее 


чт 


Даля ряда 5 мы имеем: 
Ф-Т 10°, 


откуда следует: 


А 
<: Уфе; 
далев 


< АЕ ЕЕ ®; 
! 21052 

* Подразумевается, что хеждый член как левой, так и правой чвстей этого 
неравенства находится под анаком абеолютной зедичины, 

Озмо неравенство в оригинвле содержит две опгибки: под знаком У! в числителе 


ан — 
вместо 2 ® напечатано У2-®, а в зламонателе пропущен мвожентель 2. 
* По абеолютной величине. 
© Здесь Лобвчевокий пользуется своим признаком для оценки остьтии рядв, 
положив "=. 
$ В оригинале отсутетвует двойна перед погорифмом в знамевьтеле; нет 
множителя 2 также в обоих знаменателях следующего нердвенота. 
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следовательно, 


1 ЧЕРИ 
Зеро гэ Роке 0) 


Для ряда 5’ ‘в свою очередь 


й 
Ор" 5-9) (е1; 


отсюда 
р 
< е, 
далее 
= 2 
< Е (0 3р--2)ъ 
и, наконец, 
2 2108 (ее 2]. 
< 0-П-- 51052 
5 2 Е 2108 @-- 21 


ЕСО МЕТ РАСА СЕ 


Для бесконечного ряда 5” имеем уравнение 


Фо)" -- 0-2), 


а отсюда 
А 1 
#28 (+0 @-П; 
наконед, 
1 105 [Ф-- 1) 2-5 
и Соб 
н 
#< 1 ЮФ 2)] „ 


(2-Е ОФ) ' 31082. (в (#22) 


После подстановки найденных границ дия @,;, 5, 5’, 5” получаем: 


1+ И2 
«уз эрузт! 
‚ [У8+УЮ+5а НИВУ -ЕРУЕ 
= ато @+0@-+° " 


* В оригинале числитель первого члена правой части равен 4. 
* В оригинале числитель первого члень правой части равен 2. 
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+ юр (р-- п -Е1ю8 (р--2) х 
30(2-+1 (2+2) 053 


х [15-515 УЗОР УЗВ з0руЗ |+". вы 
рт 


Так как при возрастании р оба отношения 
Ю(Р-1) 105(2--?) 
в+1 ’ ра 
становятея исчезающе малыми, то Р тем более приближается 
х нулю, чем больше взято число р, если только в112>0*. Най- 
денная граница для Р, которая не зависит от дуги а®, служит 
чакже границей для остатка после члена $=р в ряде (18)®, ното- 
рый тем вамым предетавляет определенную функцию дуги 2<2м. 
Отсюда, далее, следует уравнение 
: 1. 
$ (=) п я 9 (@) сова — У ма (Нат, 
41 
где 2(2) и $(=) обозначают две функции, не зависящие от ©. Если 
* В связи с отмеченными выше ошибками в предшествующих вычислениях. 
зоравенство [18а] в оригинале имеет вид 


реа 1 РН БИ УЗ УР, 
РУЁ ' РУ зв 1 = ое 


ве 1ю(Р-- р 5 а 
ЕЕ ВУ УЗ 402+ РУЗУ® +23]. 


* Верное, если 17 520, 
ФА тавже и от м. 
® Денетвательно, для ряде (18) имеем: 


> 
1 И 
У= ря +9, за (2-3), 


В, 


р 


где а’ реа. 


т У вз-ровьа У во (и ав зи = 
3 4=1 $ 


. - 
й 1 . 1 а 
аа У Тань фона У ав, 


Теввы образом, 


В 
+=у, Тв, =» авы, 


Сы += 
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здесь положить еначала а==0, затем ==, то получим: 


Ут а- У ем. 


т 
Вместо этого последнего ряда, в сходимоети которого мы теперь 
уже убедились, мы вправе положить —1юв (1 —е-*"-1), что легко 
обнаружить, если при помощи равенства (9) так изменить ряд, чтобы 
получить другой сходящийся ряд, аначение которого уже известно. 
Для т, < < можно написать: 
лов (1-71) = 95 ( я 2) 08 (1-УРТеов =) = 
< Е 
т 1 (— 1 1 
з 
тов (2+ х=) УС; ы а + 
1 5-1 
7 ту (о +) = 
тов (2 1 =) +3 ИТ 


1 
Если 2<5*, > 0, то мы имеем: 


108 (вт 2) —105 (= : =. у 


108 (1— т) 
= юё УЕТ— юзаю 1юв (1 ътё = ИТ) 


Г . аси 1 \* 
5И. 1 оеме-- т (в =) 


= 8 (ши) уе-эу=ь 
Отсюда для пюбой дуги *>0, «п 
— лю ны 


= окт 5, 
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тэ Утваь", 9) 
= 


Если в поедеднем ряде подставить «— на место #, то получается 


пи 
Ус о ия 


для всех значений от х==0 доз < =. 
Ряд (19) может быть также предетавлен в виде 


= #2 У, Таш 
: 


и 
= 29) 
; 
* Сы. сноску ? на стр. #11. 
*_Мы имеем: 
— $) = зоны у та, 
За зов-- оев 
9 — Ле = Зоя а, 
р з Ш 2“ 
откуда сов. 


оли злось умножить на 42 и проинтегрировать, то получим: 


; 


Следовательно, 


зщ. 
1 
зе Ко) при возрастающим # приближается к вул. [Прыжечаные “Лобимеском 


13 вак. 2923, Н. И. Лобачевский, т. У. 
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если последнему выражению придать тот емысл, что пока 2 < т, 
значение интеграла тем менее отличается от т, чем больше взято # 
так что разноеть может быть сделана произвольно малой. Значе. 
ние вышенвписанного интеграла для других значений х, которые 
не заключаются в увазанных границах, легко определяется. Если 
означает острый угол и п — любое целое положительное чиело, то 


получаем *; 
= 
и: (+2) = 
А де (2в-1т для хх, их Пт 
Я уе аа .. отт 
оля... а-я. же (2-1 
= —ит ... 2=-жим. 


Вее эти случаи содержатся, таким образом, в следующем правиле: 
«Значение интеграла не изменяется, пока х не достигает гра- 
ниц 2, 4п, ит. д,; при достижении одной из этих границ значе- 
ние интеграла увеличивается всегда на т, и такое же увеличение 
еще происходит, когда одна из этих границ становится превзой- 
денной. При доетижении границ — т, —4^ и т. д. к значению 
интеграла должно прибавить — т и ещё раз — т, когда эта граница 
превзойдена». 

С помощью интеграла (20) можно показать известное разложе- 
ние любой функции в тригонометрический ряд. Этот метод впер- 
вые изложен г-ном Дирихле и заслуживазт предпочтения перед 
всеми другими; мы повторим здесь его в несколько измененном виде. 

Пусть 


Р() (ах, (21} 


где пределы интеграла в и 2 произвольны, /(л) обозначает произ- 
вольную непрерывную или разрывную функцию от х, которая, 
однако, здесь сначала должна расематриваться как непрерывная, и 
тдео предетавляет некоторую определенную величину, н то время 
как Р(®)--искомую функцию от в. 


* Б следующих далое равенетвах зужино, как это, впрочем, указано выше 
Лобачевокиы, перейти к пределу ври $ -> со. 
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Если умножить равенотро (21) нь 4, затем проинтегрировать 
по ® от = до «8, предполагая а >, <, то получим: 


“в [| 2) )е—=] 
Р(о) до = | ак 14+) ды -|- 


эт ны 


й Сы (+) #9] + 


эт : {&— ов) 


Так как а--<, 8-х положительные чиела, есни х заключено 
з границах а, а и отрицательные для я в границах Ви $, то для 
таких значений 1, если предположить В — 2”, «= — к, мы 
будем иметь в силу равенства (20) 


* В левой части подразумевается переход к пределу при #-> со 


18* 
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следовательно, 


8 8 
м ( а 

Р (о) 4 = | 42/(®) 
шв 


= == 4 [(®) 


хак бы ни были близки между собою пределы «и В. Еели /(*) 
есть непрерывная функция и кроме того «> а, <6*, то сближе- 
ние пределов я и В приводит в конце концов к заключению, что 


Ро) === (а) 9 


или 


в-5 
т; но так как ® должно быть заключено между гра- 
кицами 4 и $, то отсюда следует, что значение & ==0 лежит между 


границами 6 —® иа— о. 


Если о «т, > — т не заключено можду границами 5 иа и, следо- 


вательно, значение #=0 не лежит между $ —шиа—в*, то можно 


+ Здесь Лобачевсний производит предельный переход при $-+со, и в пеной 
части этого’ равенства следует писать: 


| 
Тип } (о) 4. 
15% 
Законность продольного перехода в правой части равенства, можт быть обоснован 
бав особого труда (ом. примечание {#]}. 
* В оригинале >< к 


© Здесь в левой части вместо Р(«) нужно писать Ныз (5). Это рывенетво 
2 


ве обосновано. Оно справедливо, если предел 11 Р'{ь) существует (т. е. соответ- 
4-5 


ствующий ряд Фурье сходится) и стремление к пределу равноморно в пекоторой 
окрестности точки в. 

$ В орнгиные «< 2=, > — 2%. 

3 Точнее: осли—и<аки «Ри (Е=0, 1,53, ...) пе заключено 
между аифт. ©. если значение = 24к не находится между 6 —ю на— в 
{Фуакция В (=), определевивя © помощью (21), имеет период 2л]. 
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так удалить друг от друга границы а и 6, чтобы « * лежало между 

ними, и в то ще время положить /(%) равным нулю, так как зна- 

чение {(2} вне границ а, $ произвольно. Отсюда следует Р(®) —0, 

за исключением значений, соответствующих самым границам а и 6, 

дия которых не могла бы иметь места непрерывность функции. 
Если «= к или ®==-х и кроме того 

+= 


ат (+3) #—®) 
оу |, 
эт =#—® 


то при в === 


и При а=—* 


за (=) = 


Р(-®)= ] &/а— 


зщ 1: 
о 2 


Если 8 означает произвольное сколь угодно малое число, то 


й 2 
т (+>)= ар (+5) 
Р(п)— | а/к — 2) т а (к —) + 
р в 52 ва 32 
Ы Эл (+) = 
К} 427 —Я т 
тоя 
эк 2 
5 
рез за (:+- 5) = 
—@в --/(—) 4 
Е 
рН =/(— =)*. 


* Точнее: в + 2йк. 

* Здесь опять производитен ме отрыженный в обозначениях преденьный 
переход при $ со. Окончалельный результат олраведлия, всли ма функцию / (4) 
наложить условия, позволяющие совершить предельный переход под знаком 
интеграла. 
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Подобным же образом молучаетея: 
вся) "Ия. 


Жели непрерывность функции /(=) нарушается при с-=о между 
границами ди 6, когда $-—-в-=2*=, так что /(=) начинается во зна- 
чения 4 с той стороны, где 2 уменьшается и со значения В с про- 
тивоположной стороны, то непрерывность сохранится, если при 
&>о вмеето Г(*) взать /(#) Г А-В; тогда мы получим: 


эт (+ 5) (#— в) 


эт 3 (2—0) 


+ вр АШ— В 


+ 


зы (=>) @—и) 
т . 


+(В— А) | @* 


маи в) 


. 
Здесь два первых интеграла объединяются в один между преде- 
лами а и фи дают, как было выше показано для непрерывной 
функции /(=), значение 2тА, тогля как последний интегрел прел- 
ставляет аначение п; следовательно, теперь 


Р(в) = А =В*. 


В дополнение к предшествующему заметим еще ‚что непрерывность 
функции Р(®) нарушается только вместе с кепрерывноетью /(7) 
при *==, за исключением случаев, где = гп ини ®== —х, в чем 
легко убедиться из расемотрения выражения (21). 


(УП 
Теперь займемся еще решением задачи: 
Определить, может ли положительное чиело А», которое нехо- 


дился в некоторой определенной зависимости от чиела ® и воз- 
‘растает вместе с и, превзойти некоторую определенную границу? 


* Здесь тоже осуществлен прецельный иереход при #-» <. 
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Пусть 


А+ Ани — Анну 
Применяем изложенный вначале метод. Полагаем 
— 
Ань — Аль (А, — А, -:); 
отеюда следует, что 


Хы Анн) Зв А, А 


значит, 
5> А» 


«Аа, За”. 


Пусть, например, 


тогда мы имеем: 


1 1 
дав (1+) 
двлье, 
, 1 1 _ в 1 
158 (1 И ре 2 о т] 


Разлагая в ряд, расположенный по отрицалельным степеням 
++» — 1, получаем: 
1 


Е (Ра) — 
% 1 — ч 1 а: 
Е) У делыя. ВЫ 


Если, кроме того, 


1 
. а>—1-+{—, 
> уз 
то можно взять и настолько большим [40], что 
1 
«> о (о } 
пв— 1 > В пт}, 


откуда следует: 
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и, наконеп, 


8—4, <а-+у9 (к =) 


®—1 


® 
—@— 100+ па < 
1 жа %—1 
<= та] < 
< У У [216} 
Уз@®—П 
Это последнее выражение определяет точность вычисления во всех 
случаях, когда «> —1 У *; вели же а меньше этой границы, 
то можно положить 
ЗИ ПЕ ПИ х Пр 2} 
ы те а-я" Ё ат? 
= 


Это означает не Что иное, как то, что в А, на место а поставлено 
а«-|- 1, и, продолжая таким образом, можно довести я до желаемой 
величины. 
Если умножить А, на 42 и проинтегрировать от а==0, то п9- 

лучим: 

| ал, = | в | 1] [22а] 

в 
$ оу 


для >00 и < 1, с точностью 


«@-УР Уз _,а--УЭУ:° 2ъ} 
ео < ®—1 у ` 


* В оригинале последняя часть перавенств [210] имеет вид 


Увы вы” 
* В неравонствах [210] последняя строчка дяет оценяу в случае, когда 0 << 1; 
а две предыдушие —когда «}>— 1+. 
© В оригинале Уз 
1 


'ТУЕ в—1 } <=! ЕВА 1 } 
УП зао 118—111 У 


В ввязи с отмеченной выще ошибкой в [1<]. 
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Отсюда находится значение функции 
р 


"Тау ©) 


«> 


тем точнее, тем больше взято целое положительное число #*, 
& именно с приближением, которое характеризуется множителем 


Если «> 1, папример и-=р- о, где > 0, «1 а р— целое поло- 
жительное число, то мы получаем из (28): 


(ро) "2+2 — (р--%) 72.0759. 
Наконец, если а «0 и если положить а = —р-|-®, где р означает 
целое положительное число, далее «>09, «1, то с помощью (23) 
получаем $: 


ть. 


Если функция от п неограниченно возрастает вместе с я, то можно- 
получить приближенное значение, если отделить такую ее часть, 
что остающеяся не превзойдет некоторой определенной границы. 
Пусть, например, дана функция (2-- =)“=, где х означает некото- 
рое целое положительное число; пусть, далее, Ё(2) — новая функ- 
ция, такая. что 


(72 = (#1)? Ра) 


* То-ьсть Побочевский. во опроделению, полагает (ем. примечание [4] ) 


акк 


108+ = да = И А Ча = Ша 105. 
вые 36 № | В а дрруат 
ы 


где 9 (2) = Ша Ан. 
п- о 
= В оригинале в связи < ошибками в [21] и [228] это выражение имеет вид. 


ЕСИ 

ет УЕ, 
> Донетвительно, 

фт 


; + ре о ыы #9 р ©] 
ео] = [ен а [еее] 
озна —_ 20-9. ьмь а, 
НЕО. бери —° НР", 


$ Аналогично тому, жак ато показано в предыдущей сноске. 
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тогда мы имеем: 


ты = (7% полов (1 ==). 
Чтобы здесь уничтожить тот член, который в равложении по 
отрицательным степеням х--а не зависит от х, принимаем още: 
(р) —е-2 ‹(4), 


& чгобы уничтожить еще один член ряда, пусть 


1 
зе -@+ "+0. . 
Таким образом, можно было бы продолжать, чтобы уничтожать 
один член за другим. Еели мы ограничимся уже сделанным, то 
получим: 
1 
перо еа "Те, (24) 
где 
4е20_х В 
зе м ероб+аеНаит 


Если, кроме того, обозначить значение %(х) при х — со через [(*), 


25) 


то в согласии в излагаемым методом для определения /(9) нужно 
прибегнуть к ряду 


ово) — Лок /(ад) + Уо5 и, (26) 


который тем точнее дяст значение Р(а), чем большим взять г. 
Предполагая /{0) определекным, имеем: 


=: 


ео" годе -ау "Ве, [26а] 
тде 
_ У 
кхе 
во 
(ира ша" 
еледовательно, 
2-0 а . 1 
Я 
или 
ею 1х 2—1! 
105 $) р х Соб ' (27) 
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Из этого последнего ряда и из (25) следует, что ш всегда можно 
взять достаточно большим, чтобы было 


$0 1 
58—55) > вере 
1 
< 12 %-а— 1" 


Вместо первой из этих двух грании можпо тавже положить 


__| 


1 
а иратт| 


$@—0 1 1 | п 


5) Вере“ 


и, следовательно, 


1 
218 +=Е5` 


Вторая граница дает: 


< Фе: 1х 1 
ое оЕа Зв ХЕ 


= 


Применением нашего метода и при помощи значения 


реа е’—0 
получаем: 
12-1) ° 


Следовательно, всегда можно взять х достаточно большим, чтобы 


ъьх< 


без заметной разницы иметь: 
4 
а" а) ео "ве ®, (28) 


причем это равенство тем вернее, чем больше =. 
Значение функции /(<) должно быть вычислено здесь при 
помощи равенства (26), т. е. ‹ помощью выражения 


= [(=) является пределом выражения, стоящего в правой части этого ралея- 
ства, пря 2->со. 
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1 1 

Если здесь положить «-=0, в =, 9=— 5, ТО получим *: 
=> 


#(0) = 


ее 
т’ 
з 


й. 


= Е 
И 


Еели в поеледнем равенстве подставить #--1 ча место %, то 


получим: 


Подобным же образом в выражении для /(0) можно подетавить 
2% на место х, откуда получим: 


р И .. 
поло 7. 


=? 


(3) 


= 7) =” (. _ 5). [28а] 


Отеюда следует: 


* В правых частях этих и всех последующих равекств, служащих для опре- 
1 
деления /(0), "(з). ((- 3). подразумевается предельный переход при 2 -> со. 


* Здесь нужпо вослользовыться тождеством 


[вы о у). 
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& при == это равенетво дает: 
1 — 
— |= ы 
Г ( 5 | ие *. 
Следовательно, 


1 2* 
г(3)=2 ® 


* то равонство пемедионно следует из [288], таж как 


ла (: _ =) 1 


х+® 2:) — УЕ 
т 


1 
Пользуясь пеходными выражениями для #() р ((-5). получаем ` не: 


2 
1 1\ 
1) 
ОР ЕЕе #" 
ИИ) =” 6+) 
Ф Последняя часть этих равепотв в оригинале имеет вид 
Е бете 
° (2+3) 


? Здесь следует воспользовался ровенотвом т: 
2 
От. 
(+) (в) 
розложеином Функции зп в бесконечное произведение, из которого следует, 
зто 


медленно 
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и, наконец, 
7 (0) = Ут. 


Выражение (28) переходат, таким образом, при а=0 в 


: 
ия В ВА [2857 


с тем большей точностью, чем больше взято х. Подобным образом 
мы имеем для всякого значения <: 


е- 9)” . =". *. 
з 
(+5) 


= 
Здесь (++ 5)10= (1+) тем ближе к а, чем больше 2; оле- 
довательно, имеем: 


(е--а)° „Уи, 


2 


Г(а) = 


х 


Это выражение —то же, что и следующее из (23} для 


УЗ 
д 


Таким образом, енова показано, что выражение (28) представляет 
значение некоторой функции от а тем точнее, чем большим взято 
число у. Таким образом, при принятом обозначении мы можем 
теперь написать: 


(ира) "= 


я 


* В правой асти подразумевается нереход к пределу при 2 со. Это равенства 
следует из (98) и [285]. 

* В правой части следует перейти к пределу прм х-# о: 

Ф Это равенство — асимптотическое (при 2-> 05). 
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и вообще 


(29) 


© тем большей точностью, чем большим взято х. 

Это выражение в своем значении совпадает с тем, которое 
принято для случая, когда а — целое положительное число и, еле- 
довательно, 1”” представляет произведение целых чисел от { доа, 
В дополнение к предыдущему мы примем, что для любого эначе- 
ния пи я выполняется равенство _ 


-» 
ож, (80), 
®—а) 
которое само собою выполняется для целых чисел [**]. 
'Идя по избранному ранее пути, можно продолжить приближе- 
ние к значению функции от большого числа. В качестве примера. 
рассмотрим равенство 


Эр, 2+9) 
2"? = Уха Те , (81). 


где, как мы видели, функция (2) разлатается в ряд ио отрица- 
тельным степеням х. Если бы в этом разложении мы дошли 
до =-” и при этом показали, как это имело место при п==0, что. 
сумма остальных членов заключена между определенными грани- 
цами, которые сами при возрастании х уменьшаются до нуля, то 
можно показать то же для следующего члена д-"-1. 


Итак, пусть 


А, А, 
ое: Ро 
Равенетво (31) дает: 


(. 1) (У) 1-3 —@—1), 


откуда следует: 
9(#—1)—+() = 


© 


“ В у ия 
Уз рая ео)". 


= 
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Далее 


ОЕ" 
Ри —Р@) у ееоееинии 54 9 


+1 


Если здесь подставить #-—^--1 на место #, то получится: 


Р®#—10-—7@) Уееикиня УЕ “, 


1 За 
ЕРе—0—Р®) Уееоеияя УАуЕн- > 


+: = 


$ 1. 
= оба — Ул 


хо Зленг ао "1 
р аа о тт 


Подобным же образом мы найдем: 


Ре-р-Ра= 


ПА)" 
РЯ 


„Для опредедения неизвестных коэффициентов, которые по ио- 
рядну получаются из А;, служат п уравнекий 


„а ри 
== Хан» и, (82) 
* Здесь используется тождество п.” "ли", 
+ оли п<т (п и т— пелые положительные чиела), то в” = 0. 
а 
ов и, У Ан 
оритирьно в этих раоотвьх продущошы ошалиыые Уи У 49 


= *=: 
$ В оригинале это ралелетво, частично в связи е ошибкой в предыдуюмих 
раненствах, имеет вил 


„ 
аа" На"? 
Ре--Е( --У Е ИИ 
9-7 (—и Ел 
1 В оригинале в этом равенстве верхний индекс суммирования не {, а в — во 
связано с отыеченными в предыдущих сносках ошибками, 


;— 
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тде на место $ надо последовательно подставить вее числа от $=1 
до $=т[*]. Тогда разность (5—1) —7(4) оказывается выражен- 
ной двояким образом, а именно: 


= а Заочная“, 


= 


Е Р , 

=——Р(а) С Зеро" , (88) 
$ а оочоеор А 

.\ ы 2-2)" «пе . (85 


Здесь и есть наибольшее значение А; спедовательно, п—1 есть 
высший показатель при $; если теперь рассматривать все А; как 
положительные, то попучим, что каждый член ряда (34) по абео- 
лютной величине меньше чем 


Ре ны 


= 
ет ; 


следовательно, надо только взять х настолько большим, чтобы 


ду } 
2—1)" "7" 


ЮО > ве о-в 


и тогда каждый член ряда по величине станет меньше единицы 
и при дальнейшем увеличении 2 будет убывать в любом отноше- 
нии. Если увеличить х таким образом, то можно каконец, до- 
стичь того, что по величине 
Ре 0 Р@ < рт, 


Р 


>. 


тде Р зависит от п [4]. Так как доказано, что Р(2) становится 
нулем при х==оо, то имеем: 


‹ 1 
РО <РУ кре 


* В оригинале под эваком внутренней суммы в числителе дроби пропущен 
множитель (—1}—*. 


14 Зам. 2521. 5. И. Лобачевский, т.У. 


210 СОЧИНЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РЯДОВ 


Жели применить к этому спучаю наш метод суждения о еходи- 
мости рядов, то получим: 


Р 1 
Ро < ипна |", 
@#— 1) г 1 } 
С другой стороны, мы имеем [ур. (88)]: 
р — 
Р-Р > рута 
Р 1 1 
= 84 
НИЕ я ртя, ви 
откуда следует: 
> г [94] 


@®-- 1) вар" " 


Обе границы, между которыми заключено #(#), определяют вместе 
с тем точность вычисления в предположении, что в равенетве (31) 
2 взято достаточно большим. 

Числа А‚, которые мы сейчае рассмотрим ближе, должны быть 
определены из выражения (32), в которое на место 2 подетавляются 
ло порядку вее пелые числа от 1 до и. Таким образом, для опре- 
деления нюбого А„ служит уравнение 


+ < „ в 
з”"- Ха+о (2) 4, 
иши в другом виде 


2 зе = уже ^ (5) 


ет 
* В оригинале это неравенство имеот вид 


а = 


ОР 
РР Зимы. 
2-8 1 


* В этом поравенскво вместо Р(5) слодует писать | Р(4}|. Знак абсолютной 
величины подразумевается и в предтествующих неравенотнах. 

Ил (33) следует, что при достаточно большом 2 энак величины Р(2—1) — Р(2) 
совпадает со знаком коэффициента при д—п-? и обтается, сиедовательно, неиз- 
менным; это даст основание для получения неравенства |34Ъ] при помощи сум- 
мирования неравенств вида [34а]. 
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Отеюда видно, что множители А, принадлежат ряду 


А Ае ААА... = Х 4, 
= 


произведение которого с другим 


== Уи 
40° 


дает: 


р- У Хар дит 
ХЕ 0 


в 
Ум ХА *. 


я 


Применяя равенство (35), мы заключаем отеюда, что 


п 


У ета + эн 


1х 1х и 
ина бин у 


"= до 


1 1 . 
5—1 а ф1—Э--Ь, 
откуда следует: 
е1_2, Хх а, Хх , 
= + Узел => + Уд. 


л=: А 


Мы теперь закончим наше исследование некоторыми замечаниями 


о функции, значение и споеоб вычисления которой определены 


равенством (29). 


* В оригинале в этой части равенсгв переставлены знаки У, Кроме того, 
в опигниале вслед за этой частью равенств следует неключениая Нами слелующзя 


част 


* Так как в” —-0, воли шв (в х в— полые положительные числа), то 


У жия- у Узия- 


ет х=1в=о 


со © вЫ ®1 

й Ад з ых 
У У У У ад, 
Но ба ине и 


4" 
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Для любых положительных чисел п, т и далее для отрицатель- 
1 .. 
ных, меньших - по абсолютной ‘величине, интегрирование по частям 
дает *: 


а д 


=* 2 
{ эр?" 2 608 2 40 Пи | вам р соя" р 
8 вы 9 


вообще мы имеем, если 7 означает целое положительное число: 


86129 2 с087% 5 4х 810778487 7 сов? д 4. 


3. 
ФИО" ( 
и) 


е- 


81029427 22 6087 21 


°— |. 


Здесь выражение 


достигает своего наибольшего значения при 


Чата ® — и’ 


следовательно, можно всетда взять ” настолько большим, чтобы 
сколь угодно приблизить х к пределу интеграла 
менно принять, что 


- » и одновре- 


Таким образом, мы получим равенство 


В 
= се 
. | т И 
{ ара совет др ТЕ" пе ат д 
$ 


3 =)” 


= Следующие дадее выкладки, копчая равенетвом [358], являются, в основном, 
повторением аналогичных вывладок в сочинения «Способ уверяться в ночезанни 
бесконечных строк...» (отр, 111—113 ивот. тома). 
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которое тем вернее, чем большим взято г, Следовательно, при =оо 
мы имеем с полной етротоетью [ур. (29)]: 


1 
а > 

{ ар е совине йе — РТО” (и +9” 
з 


2 (==) 7 
ЗИ 
—=1 (. | Я ии 


1 
=" 


И си 


ба # 
Зет)" +" } 


Отеюда мы заключаем, что для любых чисел в 1>0, т 1>0 


т”. 
. 


р р 
пп . 
в-вт дв = е-2т ак *. 

5 

При т-==0 это дает: 


тат аз =т“”. 
теб п"”. 


1 
2, п=— 5 получаем 


* Это равенство легко получить из [358], соли замовить соответственно п и 
1 1 
заре п-- 5 ит и учесть тождество 
т 


Волин ооаймь да = | ван ое да. 
: 


в 
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Вообще мы имеем при в--1> 0, т--1>0: 


В 
2* = 


5) ии 
(>) 


; 2 
5307 2 608% ф8 == т 


я ®\” “= 
2 
5") 


Подобным же образом можно найти еще некоторые интегралы *; 
например, при ®-{-1>0 и при любом числе $ получаем: 


(86) 


онл бое, 
Голем Вы +1 вах. 
Вообще для любого целого числа 
Е ВЕ, (в, д 
(ги) (25+) 


р ет 40 == Это зева" +27 рф. 


(+5) 


При г-== со отсюда следует 


вш езшя х ах = {37) 
$ 
Точно так же находим: 
воз дезт" х ах -= {88} 


5 


При п =} получается: 


: . в; 1 
| пиовщ" о арест "в ол, 
В 


; 1 
{ов тв" и ах == т 27" сов пк. 
$ 
* Дальнейшее, кончая формулой [398], чвляетоя вокрыщенным повторевием 
изложенного в сочинонии «Сособ уверяться в иочезании бесконечных остров...» 
(стр. 119—192 наст. тома). 


Н.И. ЛОБАЧЕВСКИЙ — «0 СХОДИМОСТИ БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ» 215 


Оба случвя (87) и (88) объединяются в одном интеграле 


(89) 


608 #2 сов" 5 4х 


к ы 


и при {=п 


р [80а] 


з 

} 608 92: 08° 2 48 
з 

Этот интеграл впервые найден Пуассоном (опти. 4е Г6со!е ро1у%. 
т. ХЦ, р. 490). 

Нет никаких препятствий рассматривать а в уравнении (29) как 
мнимое, откуда следует, что интегралы (36) и {39} остаются еще 
верными, если в я-- 1 иж--1 действительная часть больше пуля. 
К этим иятегралам можно присоединить следующий *: 


(242 -е—=) воз дах 


5 ыы 


=(2п) 5 


9 и зулу * 


тде ®>-—1, или по крайней мере его действительная часть 
удовлетворяет этому условию. Этот последний интеграл можно 
или непосредственно получить из (39), или получить тем же ме- 
тодом. ‘ 

Наконец, рассмотрим еще интеграл 


2 уе 


пд { ЕЕ, 


где р означает любое положительное чиело, а п также любое по- 
ложительное число или мнимое, у которого действительная часть 
положительна. 


* См. формулу (127) в сочинении «Способ уворяться. ..> (стр. 162 наст. тома}. 
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Если продифференцировать по р и проиятегрировать но чаетнм, 
то получим: 
4! (т) 
ар +!) =0. 
Оледояательно, 


Г) = 22$), 


где $(л) не зависит от р. Выражению для $(п) можно еще придать 
такой вид; 


{39Ъ) 

Интегрирование но частям показывает также, что * 

$) =яз@ И. 
Вообще для любого целого числа г нопучается: 

+= — 1)", 

л, ©. 

в 

у 1) 
$(п) = Ви 608 (75 — р 1апр < -|- 712) 608747 -1 п де, 


или, если подставить 2-{-^ на место р, 


а 
а 1) 
(фот { 


* 
608 (е— р1еое ит г1апв 2) с05"+7-1 дах. 


$@). 
. 
Если г — весьме большое число, то элемент под знаком интеграла 


принимает свое наибольшее значение, когда и очень близко к нулю; 


* В оригинале отсутотлует множитель 2 в правой части [396}. 

* См. формулу (111) сочинения «Сиособ уверяться. ..» (отр. 151 наст. тома). 

9 В оригинале отсутствует множитель 2 в правой части этого и следующих 
двух равенств. 
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следовательно, в этом случае 
1: 
Е 


2 __тунтр 
Ра илна СЫМ | совы [90] 
Ё 


+) фри 
или [ур. (29), (89)] 


лее” Перт (пи)? 


пы лек ре 
з е"—1) 


$8) = 


Здесь [ур. (81)] 
а 
7 Уз 2в-, 


+: 
(иронии Уи -+— 2)” Тозья, 
ок _ Па | 

("= 1) Е уз (1) о + . 


Отсюда имеем; 
перупт-1 
9) = и рерррнжиег, 
и так как 


[ны 


то 


у ета РЕ Так 
2} озу“ ао 


для всех положительных значений р и т, & также и для тех мни- 
мых значений, у которых действительная часть положительна. 
Из уравнения (29) непосредетвенно следует: 
‚ а ® 


о ет) › 


* Подробное обоснование этого равенства см. в примечании [*]. 

* В оригинале отсутствует множитель ® в числителе и множитель (в — 1) 
в анаменвтеле. 

© Здесь, как и выше, предполозвено, что >00, 

9 Вывод этого равенства лан Лобиченеким в сочинении «@10с0б уверяться. ..» 


[формулы (2%), (40), (43}]. 


=я—1 
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что справедливо также для мнимых значений о; например, для 
действительных значений х имеем: 


Е С = 


2’ 


А для действительных знечений а и В 


ВИ НУ «ву 
2=(а-+8И—1) 


Зак (2 --е-) + У— 1 совак (2% — г-9)° 


ПРИНЕЧАНИЯ 
0} 


06 ивчезании тригононетричееких строх 


С] Докаавтельство сходимости ряда, данное Дирихле в цитирован- 
ной статье, вполне строгое. Однако равенство 


действительно не было в этой статье обосновано. Сы. об этом подроб- 


нее во вводной статье 1). 


12} При в<т ива 


ь 


в — №) 7) 4% 2879) 42 
И) ов 
ы р (‹ Ве ) (г) а 
< 
[| 4 (1 Е] [м + ее 
—_ ь 
м Ы ‚(ие 
< < 
[6 + ра) (= + дне) ааа ” 


С другой стороны, если функция / (2) равномерно ограничена в интер- 
зале (0,1), то, как бы малы ви были положительные числа в и 8, 


1} Стр. 21 наст, тома, 
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можно выбрать столь малое положительное число ро, что при и < № 
© 


я 1 
р | [7 [4х , | 172) [4 


ры „Ё рава — 


«ев, 


В то же время лри любом № (0<в< 1) 


= 
2 | И <@, 
эВ -азы 
тде С > 0 — постоянная. 
Таким образом, 
1 
42 
а [И <. 
о ат 


и, ввиду произвольности величин зи $, утверждение Лобачевекого 
доказано. 


[8] Если функция 7 (2) непрерывна при # == =, то, каково бы ни бышо 
в > 0, можно взять 8 == ре столь малым, чтобы 


чары НИ СЫН 


чя|={ я 4" < 
Ь 


и, следовательно, 


Аналогично 
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Но, по доказанному ранее 
Ы д —_ 
ВЕ) в р 1 (== * =") 
т = 
1+7 +} 1-я 
. 


: 
аа } ве Юге 
в 4 в) а" 


и, следовательно, эта величина от 8 не зависит, 


Ё] Повторенные Лобачевсвким рассуждения Пуассона, строго го- 
воря, доказывают только, что 


(=) и Геи к Зе 


Однако, в отличие от доказательства Пувосона, доказательство Лоба- 
чевского теоремы о разложении функции в ряд Фурье является, по 
существу, строгим. Действительно, рассуждениям Пузссона у Ло- 
бачевского предшествует доказалельство (справедливое хри опреле- 
ленных условиях) сходимости ряда 


$ бо (те — 15) [(@2) 4. 


+1 


Следовательно, каково бы ни было => 0, при заданном ® можно найти 
такое №, что при в > М ир>> в имеег место неравенство 


<: 


1 

ру [оо (го мгаа 
® 

и, на основании известной леммы Абеля, если ОВ! 


< ре< в 


: 
| ве [| сов (бя — #6)/ (2) 45 
= 
Таким образом, ряд 
РО 
Уи [сов (йе — ва) Гид ат 
= 


сходится равномерно относительно , если 6 < и <. 1 и, следовательно, 
1 


: 
ра Зы сов (бд — а) Г(и} ага ы фообаио в) Г) ве. 


р: 
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[8) Разность, например, между первыми членами правых частей 
[248] п [24%] легко преобразуется к виду 


хх 


вт (ав) 


8. . 
х [(+3)“- [д в) 3 в га (з) 


зы @—8— ®) 


Лобаченский фактически допускает лишь изолирозаниме точки не- 
ограниченности для {(2) и {’ (2) и притом только такие, что при при- 
ближения к ним как слева, так и справа, эти функции стремятся 
к бесконечности определенного знака. В силу этих условий, интегрируе- 
мость функции Г (2) в окрестности точки а ревносильна ве =бсолютной 
интегрируемости и в унтервеле (ааа —8,) при достолочно малом & 


В: 
функция /(х) монотовна; следовательно, произведение {(а — 8) ат У 


ограничено, и если 8<|а--«|, % подинтегральная функция в (8) 
равномерно ограничена и величина (а) стремится к нулю при 8+0 
равномерно относительно #. 


[8] Если Р(&, &) — вырьжение [248], то для того, чтобы доказать, 

что Р-== Шо Р($, 8}-»0 при 8-0, нужно аначале, доказать, что Шт Р (3, 8) 
+5 + 
существует. 

Докажем прежде всего существование предела Ши Р’ (4,8), где 

. ++ 
Р’(4, 8} — выражение [241]. 

Как уже отмечалось в предыдущем примечании, Лобачевский фак- 
тически предполагает, что при достаточно малом 8 функция {(х) моно- 
тонна и знанопостоянна в интервалах (а — 8, а) и (и, а-|- 8). 

ПИ 

Холи 2, и,..., 1,- нули функции ва [(+е- ъ —®] 

в интервале (0, 8), то 


= 


Ты) 9 а Е 


ты и К <—-* лез, 


+5) 
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С другой стороны, члены пооледовательноети 1, 1,, 1,,..., гдь 
ыы А 
= | зы [((+) @—ь-— 8 хге-ноя, 
2 


по абоолютной величине монотонно убывант и знаки всяких двух 
соседних членов етой поспедовательности взаимно противоположны; 
следовательно 


|= елена] т 


(+ 
при #— 5. 
Применяя такие же рассуждения к другому члену выраже- 
ния Р’($, 8), убеждаемся, что Нт Р’(&, 8) ==0 при любом достаточно 
++ 


малом 8. 
Переходя и вырьшению Р(у 8), имеем, сохраняя прежние обоань- 
зовня: 
ты [ 5] еф9 =] 
ге-ув 
р 
1 . 1 
| р еь-омие +98. 
\ 


эта — в) 
2 6 


С ча [ (ЕН) +55] 


Галув= 
во (а 8 — в) 
“ Ее 
=" ва [ (5+ м м 
зе, 
м 


где 035 <, <<. 

Можно взять & столь малым, чтобы фузиция воза 8 —) 
была знакопостоянной и монотонной в интервале (0, 8}; тогда мно- 
житель перед интегралом в правой части последнего равенства опре- 
делит монотонную поеледовательность и, на основании иавествой 
леммы Абеля и рассуждений, примененных выше к выражению 
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Р’ (+, 8), получим 


А #1 (5+5) @+8—%)] 


вт (0-8 — в) 


1е1)&< 


Га 9 |4, 


Проведя подобные выклацки для другого члена, входящего 
в Р(, 8), легко убедиться, что ШаРб, $) ==0 при всяком достаточно 
малом 8. 

Таким образом, утверждение Лобачевского справедливо, хотя пере- 
ход к пределу при $-»0 излишен. 


Гр Товоть ра РО, э-Ту@— 0) --/@-+ 0). 

Здесь опять“ ава доказано не существование арб, 8), а суще- 
ствование предела выражения, отличающегося от > 8) на величину 
бесконечно малую вместо с 8, 

Для того, чтобы доказать существование Е Р(& 8), достаточно 

5 


воспользоваться равенством 
1 


т 

па (+) ‘ев (4+) = 

Е ева- а фа + 
9—5 о 


6 


++ 


. = (+5) =8 
а леьа+.. 


Гада, 
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монотонноетью /(а--8} при достаточно малом $ и примёнить рас. 
зуждеция, которыми пользовался Дирихле при доказательстве теоремы 
© разложении функции в ряд Фурье и которые были хорошо иаве- 
<тны Лобачевокому, как это видно, в частности, из ссылки на статью 
Дирихле в начале настоящего сочинения. 


В 
Ут пог 
#— У Е ве. Гогла 
а 


2] Пусть В, (х) = 


1 » 


| [. -зУ ве] аа 
: =. 


ох т "] 2(—5 а [. р т м] 1е—04-= 


° с 


= ея ге-- да а.о —0@+ 


+| [+ Ут] ге—ба, 

В = 
хде = произвольно (9% е< 0). 

Функция /(2) предположена, конечно, интегрируемой, а, как уже 
отмечалось выше, Лобачевский, повидимому, не делал различия 
между интегрируемой и абсолютно интегрируемой функциями, так 
как под неограниченностью функции в точке он всегда понимаег 
стремление ев к бесконечности определенного анака с каждой оло- 
роны от этой точки. 
ыш(ь+3) 


4—1! показывает, что вели- 


в 
узи 
Тождество 2 ый - 
- Я мы 


1. В 
чине У, Е0И| резвоморно ограничена в ниторвале (0, $) и, оле- 
Ра 


довательно, каково бы ни было 8>0, при достаточно малом г 


| [+ У аи] те—9и|<* 


5 #1 


В сочинении «О сходимости бесконечных рядов» 1) Лобачевоний пока- 


зывевт, что 
А 

<, 

ит 


1) Стр. 190—191 вает. том». 


15 Вак. 2808, Н. И. Лобачевскый, т. У. 
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где А — постоянная, Следовательно, каново бы ни было в, можно 
выбрать в столь большим, чтобы 


ба е--04| <а 


и, таким обравом, 
с 


Ца [+-++2У 4—2] (2) ах 


пу®, = 


{с я— 04 {6 | =) Нд аг. 
: Ь 


Точно тан же доказывается, что 
а а 


. Уе 3] баг — [еде 


Би | 
">; = ® 


18 


Сповоб уверятьея в вечезании бескокечных строе 
и приближаться к значению функций от вееьна больших чисел, 


{] Трудно объяснить эту отибку Лобачевского, так нак он сам в дру- 
гих местах 1) пользуется критерием Коши. Нам кажется, что эта отибка 
мозкет быть объяснена лишь следующим образом: Лобачевский сам не 
употребляет никаких специальных символов для обозначения прелель- 
ного перехола и только с помощью словесных пояснений (ие воегда 
четких) дает анать читалелю о том, что такой переход совершен. 
Повидимому, слова «можем взять у так велико...» или «когда > можно. 
взять довольно большое число» обозначают у Лобачевского, что предель- 
ный переход при г -+ оо произведен. Иными словоми, Лобачевский вос- 
принял критерий Коши в изложении Дирксена как утверждение о том, 


ято Ш а„ существует, если неравенство Шт |а,;ш— @,| < в имеет место 
то ;>> 
при любом положительном &, каково бы ни было т, т. в. воли 


та (а, — а, ==0 при всяком т, & потому и привел пример, проти- 
и 
воречащий такому неправильному утверждению. 


{*] Лузше сказать, что Г(х-|- а} продетавляет собой ряд в правой 
части (15), причем каждый член этого ряда определяется с помощью (14), 
то-есть исходить из основанного на (11), (12), (18), (14) и (15) равенства 


=изе-а”"* (а) 


) См. например, стр. 127 этого сочинения (страница указана зо наст. тому). 
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тде 
* 


УУ 
я ооо ера. 


и= 


ов е--а) = 


Следует, однако, показать непротиворечивость определения функ- 
ции 5”, получаемого из (а} при а = 0, и определения этой же фувк- 
ций с помощью равенства 


(Лобачевоким доказана, по сути деле, непротиворечивость этих опре- 
делений только для целых положительных значений о.) Пользуясь 
исправленными в сносках к формулам (18) и (14) обозначениями '), 
имеем, всли |1 а|>1, 


оо УрО ры (-. а ' 
в 

ре ю_ а" 

(1, а) ит 


Положив в равенстве 


@ а)" = ср Фе (=, а) 


1, получим 
е 


=; 
аут 
следовательно, 
1 
(0, ) = . 
ле) = т 
а“? 


Положив в этом же равенотве 2==0, будем иметь х*°==1, Из равен- 
ства (8), таким образом, получаем (при #==0} 


уе). а`* (а). 


С другой стороны, это же равенство при &==0 дает 


1 
2+. 
дет Ут" е-2[ (а). 
Если в этом равенстве заменить х через я и сопоставить его с пре- 
дыдущим, то получим равенство (5). 


1} См. стр. 98 наст. тома. 


15* 
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2*} Лобачевскому не было известно, что Эйлер еще в 1729 году 
(письмо к Гольдбаху} нашел формулу 


РО № р Ою 


то-есть формулу (54) этого сочинения Лобачевского 1). Формула (49} 
следует отеюда ивмедленно. Следует отметить, что вообще формула, 


Эйлера была забыта, тан что, например, Гаусс, который также пришел 
к этой формуле, тоже считал, что она найдена им впервые. 


12} Формула (59), известная под названием теоремы умножения замли- 
функции былв сцачала доказана Лежендром для и-=2 (Ехеговез де 
свои] пибите, Рома, 1811), а в общем случае оперва Гауссом (Сош- 
таеюф. вос. тедтае зыетф. @БЫШЕ. гес., том П, 1818), а потом Лежан- 
дром (Штаб 4ез ТопоНовз «Ш рЫчиев, том П, 1896). 


11} Если под а -Р%) понимать ряд [838], то свойство [93Ъ} имеет 
место только при |2! < 1,!у| < 1, | Ри--2у| < 1 [вак Побамевекий 
и указывает в своей «Алгобре» ?)], а также в случае, когда одна или 
несколько из величин и, у, «Г у-|- у имеют модуль, разный 1 (а мо- 
дуль каждой из остальных меньше 1) и все ряды в равенетве {83%} — 
оходящиеся. Однако по существу Лобачевский понцывет под Ё(1-- #) 
функцию, совпадеющую с рядом [88а]. когда этот ряд схолится, и 
продоликенную с помощью [53Ы]. 


Именно в етом и состоит омысл утверждения Фобачевокого, что 
183Ъ] справедливо для всех х и у. В сочинении «О сходимости беско- 
нечиых рядов» ) определение функции 105 (1 -|- =) == (1 -|- 2) сформу- 
лировано более четко. 


09 При любом @> 0, если —@ — целое число, 


42 
В В 
БИ 28. 3. 
т . А . Ах 
} 42 мы У Ав шы УИ. 
ОЕ дес 4 ВАХ =>0 # 


Способом, при помощи которого получена оценка (83), легко призти 
к неравенству вида 


У ие 
я | 
- | 


я 


1} Стр. И4 няст. тома, 
2) Сы. т. У, втр. 222 нзст. издания, 
2) Стр. 177 наст тома. 
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гле -4 — постоянная, полученному Лобамевеким в статье «О сходи- 
моети бесконечных рядов» 1). Следовалельно, 


| Хы 
=; 


а 

в |За т < 
р за. 
Вы Е 2 


равномерно относительно Аг, как мало бы ни было положительное 
число г, если а достаточно велико. 
Таким образом, при достаточно большом а 


Е 327>9 & 


а = . 
| ЗП г. ое \ АВА: <=. 
: 


[®] Еели и-очетное п из < (#-- 2), по 


а таб как 


паек, п 2+ . 

. а их _ 
У и сЬ = 
&= 


1 
ан О я“ 


т о 
кре ’ 


то нетрудло убедиться в спранедливости доказываемого утверждения. 


14} Непосредотвенные вычисления показывают, что 


па 1 
ИИ да Е (= ут Э эк’ 
-, = 
р 
‹ 1 
("У тЕ 
Хе 


3) Стр. 180-191 наст. тома. 
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Равенство (49) позволяет утверждать, что 
1 \ =” —1 
и---"] 
р 10 | 
то ®—1 
( 2 +) (== 


Но отсюдь еще не следует соответствующее равенство для произ- 
водных. 


[7] Запвсь промежуточных вынладок, приводящих к этому равен- 
атву, неправильная; в частноети первый из интегралов в правой 
части [858] — расходящийся. Общий интеграл [858 при а>0 


имает вид (а > 0) 
а 
сова за 
шее | 
а 


а 
У(а) = вита ЧЕовова а [ 


Так как т три аъби 


а 


ра [5 а { ЕЕ 


0 


р 
так ЩЕ и [ве ш+ =. 


#8] При любом г 


{а 
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Во 


где О— постоянная; следовательно, ввилу абсолютной интегрируемости 
функции Г" (5), 


ь 


: нетиы | (3) 


г у 


тле С’ — постоянная, 
В то же время 


Сумма ряль в правой части этого равенства стремится пра #-> со 
к нулю равномерно относительно т, если 0 <#<т<2к (6м., например, 
примечание ["]) и, следовательно, каково бы ны было => 0, второй 
член в правой части (а) может быть слелан сколь угодно малым по 
модулю при достаточно больном #, Учитнвам, наконен, проиввольность, 


числа з, имеем: 


= = 


во | Горов ; Фр = 


4-5 эт” 
— 


= | пет ту® Ре) 


[3] Равенство [1018] — асимптотическое (при $-> 00). Получить 
©го можно следующим образом, Если { — целое и положительное число, 
то, исходя непосредотвепно из определения (10), имеем 


О 
2 
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Из (42) легко получить 


следовательно 


(-=) 


Равенство |101а] немедленно следует из (а) и (Ъ). 
Для получения равенства [101Ъ] представим ето левую часть в сле- 
дующем виде: 


{в 
Если воспользоваться для | — ) асимптотическим  равен- 


ством [1018], заменив 2 череа — 2. — 1, 10 получим [101Ъ}. 
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[2®} Выражение [1105] показывает, что интеграл [1108] сходится 
пре рЁО0 ия 0. При р-==0 интеграл [1108] расходится, если п < 1. 
при про 
сходятся абеолютно к равномерно относительно р в интервале (—-00, 00); 
слодовательно, интеграл [1108] сходится равномерно в интервалал. 
{-—20, —#) н {2 с9}, как мало бы ни было положительное число в, 
Равенство, получаемое из {111} дифференцированием по р, справел- 
иво, вели п > 0 и р-Е0. 


Интегралы, вхолящие в [1105] в пределах от 0 ло =. 


[2] Непосредотвенное исследование фуннции 


еее 


ца экотремум показывает, что если " достаточно велико, то при р» 


причем 


8 
ее. 


Ур» ° 


Ир о 
Я 


” 
если ке р и, то [2 (#} | монотонно возрастает во всем интервале ( 0,3 


Так как легко довазать, что Ши ф("-Ё 
>> 
бы ни были р и я, нерввемотьо | (4)| < =(»), где М з(") =0, имеет 
ух 


0, если &> т, то, каковы 


1 т 
место. дин всех значений х а интервала (0, 7-#), вели 5 < з 


1 
(= <, вели &< 1 п г постаточно велико). 


Кроме того, 


В 
| созда ф-р ща] сов ааа | < )} сов"+7—2 14 < 
к >. 


1" 


< (= с» сом ии т (. _ 


тде (> 0-— постоянивя. 
Но из (49) и (50} олелует, что при г-» 00 асимитотичееви 


бони ани ке ИЕ {-] . в) 


5 
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Сопоставляя (а) и {(Ъ), легко прилти к выволу, что 


Е 
[сов Ах ф-т вает 
Бла : 
>= = 
ов 
$ 
„в 
{ воз Кя-- г) —(р-- 1 о0вт 47-2 р 
Шо © ‚ (<) 
ре 
{| совичи- дах 
в 
1 
‘если <. 
С другом оторовы, при 4 << в 
„-® 
{ с0з (п-т) х— (р-- ) я вов" п ах = 
$ 
;-® у 
ее о ана 
Ь } 
г-® _® 
> { орви а окр { совн+ 7-9 шах, 
$ 


5 


тде ОВ. 
По доказанному ранее 
ЮФ < 50, 


причем Та (7) = 0, и из (2) следует, что 
= 


— 1. 


{оз я [(и-нг) я — (ф-т) в =] оозттг- аг 
й 


орви ты 
| 


Равенство [1116] (в котором предполагается переход к пределу при 
^.-> 00), таким образом, обосновано. 
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[2] Как это следует иа счазвиного в примечании [*], равенство 
`вила [1118] справедливо ция вначений р в каждом из интервалов 
(—00, 0) и (0, со); однако вычиоление конотвнты № (вввисящей от я} 
следует производить для каждого из этих интервалов отдельно. Между 
тем значение [1119] было получено при помощи гамены р через р-* 
и перехода к пределу при г-> 09; таким образом, равенотво [1114] 
найдено для р> 0. 


[28] Из равенств 


Эте-рр"-1 


ет, 


©03 (их — р в 2} соз"- ви = 


ь 


ыта 


Ее {их —ь 552) с08"-? гаи 
— 


получаем &=У- 1: 


егор) совр 


ыы 


Эке-рри-1 


@—и= 


Замена — рт = (как уже было отмечено в предыдущем примеча- 
нни, р>0} приводит к равенотву (113), оправедливому при р>0, 
®_>0, которое можно также записать в виде 


: - а 


р я и. 
ре 


{#] Таким образом, строго говоря, построенное Побачевоким опре- 


деление функции х“* таково. 
Если #— пелов и положительное число, то 


{в-ра) “2 (2-2) (#1... (2 И. 
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При помощи первого из равенотв (115) определяется для целых 
положительных значений 2 функция /(х, 1) 

, (Е) 

ое. 

ое 

(#9) = 


аа 
причем для одновначности следует пон (#--а) 1 понимать 


нее) овечи 
Ё з ‚ где имеется в лиду главное значение лотерифма, 


то-есть —х < Пи 105 (#- а) п; при таком условии непрерывлость 
по отношению к 4 функции Р(%, а) нарушается только при отрица- 
тельных значениях #-|-@ и при >-- о. 

Далее, ко всякому (комплекеному) х можно подобрать пелое и поло- 
экительное число =, так, чтобы при > =, велачина 2 -|- а не могла при- 
нимать отрицательные значениях и обращаться в нуль и чтобы ряд 


в 


ВЕ 
ее У УбтооеиеттЕ 


та 


(®) 


при >22; сходилоя равномерно. 
Поэтому второе и третье па равенств (115) определяют функ- 
лню $ (2): 


105% (2) = 11 ФЕТ (®, 2) == 108 [(, *) —108 Х(е-- о), 


=> 


причем функция 4 (а) — аналитическая во всей плоскости, & с по- 
мощью первого равенства (115} определяется функция (#-[- а} 


1 


Сао ео" "ТЗ Хе а) 5 


в области, где ряд (в) сходится абсолютно и равномерно, то-веть при 
воех анвлениях 2 ив, для которых [2-я] > 1, где & — любое 
целое положительное число. 

В частности, 


ит уа"Те-Х (2), (<) 


так как $ (0) = У Эт. 

Равенство (с) служит, таким образом, определением функции 2*? 
в области, определяемой неравенствами '#-{-#| >11, где & — любое 
целое положительное число. Бина, которому припивывалея приоритет 
в получении равенства (с), пришел к нему лишь в 1839 году, то-воть 
на четыре года позже, чем Лобачевский 1). 


26 наст. тома. 


1) Сы, водную статью, стр. 
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Распространение определения функции 1”* на любые комплевеные 
значения & производится Лобачевским с помощью равенства 


Иже а 

без И те" 

°@ ыы 

непротиворечивость которого с рапенством (с) была показана в при- 


мечании [15]. 
Иа определений (5) и (4), как показал Лобачевский *), следует, что 


(тада = (р -- а)“ аа, (е) 


Это равенотво обосновано, воли |#--а-Ё#! > 1 (*-- любов целов поло- 
жительное зиоло). 

Из равенства (0} следует, что, при Ввз >> 0, функция а” не имеет 
особых точек, целые отрицательные! значения « являются полюсами 
этой фуниции, каш это видно из (4}; так, если х— целое и отрицв- 
тельное, то (#-- о)" #==0 при любом целом и положительном =. Следо- 
валельно, при а целом отрицательном /(2, &) ==0, а нотому и $ (а) = 0. 
Основываясь на равенстве (е), легко заключить, что никаких других 
особых точен функция “4 иметь (в конечной части плоскости) не 


может, так как, воля х— целое и положительное, то при любом зыё- 
чении а, кроме целого отрицательного, (г-- а)" =-Ё0, и если бы точка 
а (© не равно целому отрилательному числу) была особой, то точка 
=--а при достаточно большом целом положительном = также была, 
бы особой, что противоречит тому, чтО в особой точке функции а" 
действительная часть аргумента не может быть положительной. 

Тах как фунеция 2“”° определена во всей плоокости, то равен- 
ство (е) может служить определением функции (2-|- #}7". Исходя из 
этого определения, нетрудно заключить, что (2-- я)" ® == оо, воли 2-|-а 
— пелое отрицательное, а & не равно целому отрицательному числу; 
воли «-делое отрицательное, а #-|- я не равно целому отрипатель- 
ному числу, то фуньция (х-- «)"® имеет устранимую особую точку 
и для сохранения непрерывности следует положить (т Ра)" т=ч 0. 
`Устранимыми особыми точками являются также точки, в которых 
как а, так и хх являются целыми отрицательными числами; при 
этом, если > 0, то следует положить 


(со = = а-а-0... <, 


воли же + < 0, то 
1 


а(@&—1)... @ф2Еи 


(“т = 


и вели 2=0, то 


ет" 


1} Стр. 110 наст. тома, 
3) См. споеку * к стр. 148. 
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[5] Очевидно, ход рассуждений Лобаяевского таков. 
Еслиа=р-- и {= И— 1), то модуль подинтегрального выражения 
в правой части [1172] (пох <” слелуот понимать главное значение 


и |="|==1) равен в-® х**” и достигает максимального значения при 
шаре. 
Подстановна д ==" -ро-|- & дает 
} га” ах } а ыы 


[о-каиччаю вери а. 


5 


Наибольшее значение модуля полинтегрального выражения в правой 
части соответствует аначению #==0, и чем больше г, о тем меньшей 
ошибной можно в качестве пределов этого интеграла брать —Ёи }#, 
де # мало еравнительно с =». Поэтому можно под анаком интеграла. 


считать, что 


(еее (. р ее" 


ря 


Таким образом, при большом » 
р 
| е-в лая 


Ю 


а после полотановки # =) $ Угра и перехода к пределу при" > со 


д , 
еек уз | спанать. 
Ю у 2= — 
Замечание Лобачевского о 10м, Что «... вообрыжаемая часть ивте- 


трала уничтожается для у==0о» обозначает, повидимому, что, хотя 
после подстановки {==2)/ 3] а интеграл вычисляется не по дей- 
ствительной оси, в по определенной этой подстановкой прямой в пло- 
окости комилекеного переменного, тем не менее эта прямая при ^-> сс 


приближается к действительной оси, 
Хотя рассужления Лобачевского и не являются вполне отрогими, 
однако при помощи соответетвующих оценок их нетрудно обосноваль- 
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[28] Лобаченский ечитает, что в левой части [1188] при достаточно 
большом › можно заменить верхний предел интегрирования через 
сколь угодно малое положительное чиело а и положить 


ват" о дай, 


пазы = 
сои (1— >} 1—8 алые, 


а в правой части [1188] произвести подобные замены после преобразо- 
пания 


2 


Фрол т д созрин хфр = (аб 2 сова йа. 
. 


<, 


Таким образом, он приходит к асимптотическому равенству {118Ъ]. 
„Далее, с помощью подстановки уд? ==2, легио получить 


72’ ты ар — 
т ети 
: 


=. 
ен 
Ю 


77 дате 5 
отт = т 


=, 


и, положив, т — о (зола —. "“”) придти к (119), минуя [1189], 
. я 


причем в правой части (119} подразумевается предел при ›— 00. 
Вее эти рассуждения можно строго обосновать, сопровождая их 


соответствующими оценками. 


17] зов ТЕТ ре во сев УЕ май =, 


Отоюла, с учетом (42), 


з 


$ зо [сов (ЫТов эра 2) -- УЛ ава (Ло ал 2} 42 
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{28} Это равенство нетрудно получить из 


предылущего, если 
учесть, что 


(6+3) [(-- = 


— Фу | _ 


мате [6-Е 
= (0) 


[28] Здесь, как и во многих ранее отмеченных случаях, рассужде- 
ния Лобачевского таковы: 
* + 
—=] 
окр ивены [меыених а == р (5-2) оч целы 


1 


й пк = а Е 
язе т \(:-5) Фанет ) и 


= — 


я 
вст олношый феталызет || мет 


Е 
= 5 


[29] Если & — целое и ноложительное число, те 


2% = 


от вия а == (1) еб [о ди ге, 
ея 8 


Ок 


обе вр фр ве [бат рат 
эй Ь 


и 


(= вая х да == (1 --(— еее | (1... | 4х за" 2 4х — 
й ь 
оащесамее [" 


и оезша ох = 
ри 


ИС 1" 


ПРИМЕЧАНИЯ 241 
зсли, конечно, {<«0 или, в более общем случае, Бе; < 0. В против- 
ном случае { ет” 2х расходитея. 

. 


Если » — пелое положительное или нуль, то 


рр: 


ив 2т0м олузае формула (126) справедлива. 
{3} 


© сходимости бесконечных рядов 


21052 | 
с + а. 


1 1 
эл : РИ 
| а < (1 лок» + Юва < 


Ко всякому положительному числу & можно иодобрать танае а, что 
21052 

а 
такое положительное е, что аз 1 и лова < у при # «=. Таким 


$ 
<=, ® в определенному таким образом значению а подбирается 


образом, при «а 
1 
210 -_ <8 


и, следовательно, 


| (. №ш т) 
=> = 

12°} Равонства Ги П следуют из [34]; равенство ПГ является опре- 
делением символа п” ” в случае, если т — целое отрицахельное число 
м получается формально из Г или П, если учесть, что, по определе- 
нию, я” —1; У следует из Ш и П (или 1); [8Ъ] следуст па У; УТ еле- 
дует ив Г (или П); УП следует из определения символа и‘; УП можно 
получить из [38], так как 


инт)" кет ен 
т”’п ы „ г 
в 
Шт 
2 


[28] На основании [79] 
по > 


1 
20 


> ы[те+фа—9-- 6-06-99 —5] . 


18 вок. #823. Н. И. Лобьчевокий, т. \. 
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В интервале 3 <#<4 выражение (#+—1}(#—2)(#—3)(#—4) отри- 
цетельно, м, ках показывают вычисления, достигает экстремального 
$ ЕИ5. 


; поэтому 


значения, равного —1 (= += 


фо За 


Нижняя граница величины 4+9 {7—8 при $3<Е<4 равна + 
8—2 1, ю 


1 _ 1 19 
Ио — 50° >35 - 


{достигается при #=4), а так как 0? 


Неравенства [71], таким образом, справедливы, а в ноэффициенте при 
+0? в последней части веравенств имеется, повидимому, опечатка или 
описка. 


[4] Повидимому, Лобачевский имеет в виду следующее. ля того, 
чтобы при извлечении корня ряды (4) и [ЧЪ] давали одно и 10 же 
1 
зночение корня, нужно, чтобы значение (—1)* выражалось по фор- 
муле 178]. 


Пусть 
+ 


5 
врут (2-Е УЗ А 
672 ( т "-+са+тиуи-1. 
Из свойств ряда (4) следует, что число е"®"”1 отничаетен от числа 
«°”-3 только знаком хозффициента при УТ; следовательно, 


дру (ни, СауЗу=т. 


Обозначжв 


Лобачевский приходит к равенствам [7Ъ]. 

Следует, однако, заметить, что ни равенство [18], ни, тем более, 
второе из равенств [7] нв определяют однозначно числа т. Так, на- 
пример, равенства [1Е] не нарушался при замепв 1 на =- 1671 
(0, 1, =2....1. 


1} Для дальнейшего досталочно предположить, что в где 


п — целое положительное число. 
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Тогда 


® 


можно доказать для любого ценого положительного п, исходя иа 
известного тождествь 


28 24 
в 1 Пе “-е* ) 


тде = УИ 
Далее, из (а) или (Ъ) 


. я—1 &. ВЕ рт 
тя 2 | <08 — т зт — с08 


1) См. таюже сочинение Лобачевского «Способ уверяться в мочезании беско- 
нечных отроя...», стр. 117 наст, тома. 


36* 
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Таким образом, 


— 
са Е х к 
и = п 1 Е 4 
ныеены Вам Пон) 
2—1 
= 
2ты к 
Е, 008 р п 1 5 5 8 
Но 
ом 2 (28—Кхк 
и Е, 
® при = 
2 к Е и 
п о 1. 


Следовательно, 


: = = 
зла == 21 5 503 зы 


{88} Так как 2 < лк и р», то 
= : 
ор о «1. 


В то же время, если 0%2< 1, то 


в в 1 
105 (1—8 5 ++ ...< 


Следовательно, 
И: — о 
> —2 106 (1 — р* ото). 


Отсюда 


108 (1 — р? очей т) 


— 2108 (1 — р? ош ть) 


27645" ры > 


х 
2 
во < Шро «р и: — Е — Ива) лы) < 
.. 


У—юа-р =. 
хак как УТ--1< 1-+-ИРЁ, если {> 0. 


чу = 


}"] Первое из неравенохв [106] получено из [106] заменой 44 ги 
через ге, что оправдано для второго члена неравенства [105], но 
неверно для первого члена, так как он отрицателен. Таким образом, 
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это и последующие неравенства, служащие для оценки В, не обосно- 
ваны; однако нетрудно убедиться, отбросив все отрицательные члены 
в правой части, что следующее далее заключение о том, что вели- 
чина |Е| при достаточно большом + стеновитея сколь угодно малой, 
и притом равномерно относительно п, справедливо. 

Действительно, учитывая сказанное выше, следовало бы вместо [10] 
писать 


Но величина — равномерно ограничена (на 2 =) и, следова- 
п>о в 


тельно, каково бы ни было : >0, можно к нему подобрать такое "(» 
зтобы при т> ® м всех › имело место неравенотво |В| < +. 
188] Жоли "> '=|, то 


г о [жи пу 4 ( В 
(ат 


я условие [135] сводитоя в неравенотву 


рт 


сы 
пов (Е) <, 


которов, конечно, выполнено. 
Далее, если положить 


и:- 


то И 
и (1 р = рат У Ио (1 | ==) 
> (=- = ) гоу) А аа 
ЕН ВЕ 
о он, 
так как 


в 
Е 
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и, слодовалельно, 24> я ..., повтому тем более 


ОУ а> ва... 


Таким образом, неравенство [13а] обосновано. 


{#*] Из [18а] следует, что 
* } р 
вт (--) 5 й ь 


яп - вт 
= и 5. 


где 0 <х<2м, аи $ некоторые положительные достояиные и, таким 
образом, как малы бы ни были положительные числа е и $, можно 
ъзять $ столь большим, чтобы 


М 
ча (5 


ро 
0 2 
если 8<1<2т—8; следовательно, при достаточно большом 1 


% 1 В 
в (+5) } 
А: 


5 
18 2 
воли 3 Ь «м8. 

Кроме того, каковы бы ни были # (0315 А, где А — любая поло- 


жительная постоянная) и $, 
+ 


(+). | 
-4 | < С, 
вр 
у 2 
гле С— некоторая положительная постоянная, так нак при 9 << к 
=. 
ГЕ 1 т 
ВЕ (+ $) 5 в (5+3 )* 
г. 4 < @& < 
вто. эт =. 
5 2 Ы 
к 
1 
ВЕР 
1 а 
<(+3) 


ПРИМЕЧАНИЯ 247 


С другой стороны, 


5 ; г. 
Е ‘(+5 ше (+5) > 
+ | гда 4 — | газ А+ 
о" 5. 
: ”. 2 
1 


Если функция / (2) збсоглотно инчегрируема, то при достаточно боль- 
лом { получаем 


Г р 
) в) ав эе | ‘Га, 
“ 3 
Е(=) <= | НО 
ре ео 
. ара . 
фо 4 <С {он 
«а 2 #2; 
р #5 
фе | |2) 1 4х, 
} р 
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2—3 | 8 
эт (++ | 
уе те: | р оеча Ио», 
в | ВА 
аз р «в 
вал (+ 
Гаде | 4 т 17а», 
эт 


172) | @=, 


= 
=] 


а так как г и 6 произвольны, то 
ь 
Ша {Ро ды 2т фиат. 
4-е. : 


Равенство [21а], полученное Лобачевеким еще в 1834 году (ем. 
<тр. 70), содержит теорему © том, что почленное интегрирование 
ряда Фурье абсолютно интегрируемой функции [(2) нриводит к охо- 
дящемуся ряду, сумыа которого равиа интегралу от /{2). Эта теорема 
была вновь доказане лишь в 1906 году Лебегом. 


14} Правая часть [21Ъ] имеет вид 


о+9-+ от ал 
в м ры" 


Если а > — 11 ура 9 и (1 а) то, а при 
достаточно больтом я абсолютивя неличина суммы всех членов ряда, 
начиная с третьего, меньше абсолютной величины второго члена; сле- 
‚довательно, абсолютная величина суммы ряда в правой части [21Ъ} 
меньше первого члены этого ряда. 

Далее (для обоснования [216]} следует учесть, что: 


# 1 1 1 


ие бои ру т 
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откуда 


то при достаточно большом в 


в вт —1 
ах Чи рал° 


[2 В [22 подразумевается предельный переход при я-—+ 00. 
Лобачевский совершенно строго доказал существование предела 


ал | | =ое (в} 


п 


де $ (а) = Нш А, 
и 
Именно для этого он в посиедией строке [216] пришел к неравен- 
ству вида 
19 (&) — А.| < а(2), 


тде Ши е(и} =0 и (8) не зависит от 9, если О х=51 (тот факт, 
а 
это ®(п) ог и ие аввисит, специально отмечен Лобачевеким). 


Отсюда он получает 


ее |. 4 = |3) —аы 91| 3.8, 
Ё 
то-воть оценву [22\}], из которой и следует существование предела (в). 
Лобачевский, таким образом, близко полошел к понятию равномер- 
ной сходимости. 


[?] В этом сочинении Лобачевский принимает в качестве определе- 
вия функции а““ при любом а ревенотво (28) и не польвуется чем, 
зто равенство [268| также может олужить определением функции 
{=-- в)”, в следовательно и =””, не только для целых положитель- 
ных значений сх [как это было показано в сочинении «Способ уве- 
ряться в иочезании бесконечных отрок...>1]. Поэтому здесь нет 
необходимости локазывать непротиворечивость равенотв (23) и [268], 


1) Сы. стр. 110 наст. тома. 
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и Лобачевекий ограничивается указанием на непротиворечивость ра- 
веиства (23) и определения функции а“ для целых положительных 
значений «а, а равенство (30), справедливое также для целых положи- 
тельных значений о, принимает за определенне функции я“”" для 
любых п иа, 


[8] Для лого, чтобы разложение Р(&#—1)—Ё(=) не содержало 
1 


членов е покаавтелями при ——_, меньшими, чем и -|- 2, слелует моло- 

ЖИТЬ 

1. во). : В 

51 уе. ео д, Ана @=1,2,..4.8—Ю @) 
= 

р:3 


Уи" 


4—1 


©) 


а 


но, так жак (1--2): 0 при ХЕ и (1-2) * = 1, то равен- 
ства (а) и (Ъ) сводятся к равенствам (3; 


[#] Это не совсем точно. Из равенств (34) следует, что, как мало 
бы ни было положительное число +, можно найти такое Х(з, #). что 
приз Х (е, #) имеют мвото неравенства 

Р()—е _ Рф 
< 


дъчт (е— 1) 


Р(и)--е 
4—0" 


<е—у—2®< 
тде Р(в} — ковффициент при {# — 1)" в ряде {34}. 


{$} Действительно 


@ са без о 
че) =? 7) "ты ев», ету 


Подстаневка д-р | дает 


212 4 © 8 ра! 
3 =)" ар" сор ^ 
| ыы па 1 ] Фи вов 
а! ви =- 
Нбр риныоя “”* т в с08т-21 41. 
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Аввлогично 


о-в со" Е 


г 
рт 


| еби-ршь ре -Р4 8] сов" ГЕ 


я 


и— 


В 
у 
_. 26? _ 
08 (1ё — 181) бов" == 008 (#1 — р 0) 6081-24 41. 
° 


Приложение 1 


ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ ЛОБАЧЕВСКОГО. 


Одним из наиболее интересных оригинальных результатов Лобачев- 
ского, опубликованных в сочинениях по теории рядов, является най- 
денный им признак сходимости знакоположительных рялов. Лобвчев- 
ский пользуется этим признаком для доказательствь сходимости многих 
рядов и бесконечных произведений и для оценки сверху их остатков. 
Повтому Лобачевений формулирует этот признак, как достаточный 
признак сходимости, и доказывает только его достаточность, Между 
тем, признак Лобачевского для знакоположительных рядов с монотонно 
невозрастающим общим членом является также необходимым. Ниже 
мы приволим формулировку и доказательство как достаточности, так 
и необходимости признака сходимости Лобачевекого. 

Пусть дан знакоположительный ряд 


„Ио, 
причем (#1) > /(®) и /ё-- 1) (а) при в> &. 
Определим зеличиву ри (р» > ®) из неравенотв 


РФ») _=. @в5 - п 
од 2" Тау 57". 


Тогдь 


о У юн Уго < У вы" у 


в=Е+1 


и, в частности, данный ряд сходится или расходитоя одновременно 


с рядом 


1) Для оценки суммы ряда или его остатка сверху, а следовательно, и лля 
доказательства достаточности признака Лобачевского требование монотонности 
функции /() излишне, если под ри понимать наибольшее из чисел, определяс- 
мых неравенотвами, служащими для вычисления ри (в 2т0м случао указанные нера- 
венстви не определяют р» однозначно), Аналогично, если под ри понимать наи- 
меньшее из чисел, определяемых этими неравенствами, то сохранится оценке 
оеталка ряда снизу. 
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Лобаяевский доказывает, как узже отмечалось, только достаточность 


т вые 


признака. Для этого Лобачевский представляет величину 
двоичной дроби 


2(®) _ Мю -, 
г — У 


(мы несколько иамонаем применяемые Лобачевским обозначения), 
где 9 равно или 0, или 1; изменив порядок суммирования, он полу- 
чает 


„Хе -го Х в. 2””, 


где 


я утверждает, что С» < р» -—, что и дает оценыу остатка ряда сверху. 
Строгое доказательство можно построить следующим образом. Так 
как 1 хто. 0,2", тде т, и @, одновивяно определяются 


НО й 7% . 

условием 1 <, < 1 (и„-- целое положительное число или нуль); 
группируя члены ряда, для которых м, одинзково, получим 

> га = ат 

т У ую 1 рат) 
20. р < . 

У ‚ -У: мы * (3 < <! 

= = = 
Далее, так как р„—- номер последнего члена ряда, отношение кото 


рого к Г(Ё еще больше, чем ?—" (или равно 2"), то 


ыы... (и=ь,...), 
Р№-—=-0- 

С одной стороны, Г„— количество членов ряда, отношение кото- 

рых к {{#) содержит в сваем двоичном разложении член 2”, а следо- 


вательно, таких, для которых это отношение и подавно больше чем 2" 


я 
(или равно 2"); следовательно, 


Ри Риф 
-®—ь 
С другой стороны, если отношение г имеет вид 8,2 ‚ то 


двоичное разложение этого отношения завецомо содержит плен ?^" 


и, следовательно, 
> 
==2и— м-в имеем 


ны —Рт-1 5 Ён ЗРь — 


Учтя, что ни 
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Следовательно, 
о У -т-0" < $, 78- 
=@) Ру а" <) Х вы". 
Но 
< - < 5 з в 
УХ У , 
и ито 


так нак роте в и 


Тавим обравом 


Увы. 


т 


и оковчательно 


< = < 
ъию У аь-0 < У у У, =". 
1 пк =: 

Лобачевский 1) предлагает еще другой ©пособ исследования сходи- 
мости ряда, который предетавляет собой, по существу, некоторое 
обобщение только что рассмотренного признака сходимости. Он не 
формулирует содержание втого способа, а только применяет его к дока- 
зательству сходимости и опение остатка одного ряда. Эта более общая 
форма прианака сходимости Лобачевекого может быть обоснована и 
сформулирована следующим образом. 

При тех же условиях относительно общего члена ряда, что м прежде, 
положим [ (в) == < 1. 


Так как 
+ _ 1 
=аы а а—1) > 


тк 


1 5 
к < дат, Может быть едицетвен- 


ным образом предетавлено в виде 


В 
то всякое число я, для которого 1; 51 < 


—=А - 
.5,- 


гле ЖА, <а—1. 


1) {1}. стр, 38—39 наст. тома. 
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При я > Ё по условию { (и) < [(®) и, следовательно, 


7) 


тде #„ 22. 
ТРазложив таким образом каждый член ряда, начиная с /(и-- 1), 
и объединив члены с одинановыми степенями а, получим 


р 2) = У дьа-*, 
в = 


С другой стороны, каждый член ряда, номер которого больше, чем А, 
1 
имест вид 0-*, где ‚30 Зи» 1. Следовательно 


зв 


У го = Ха $ 9, 
Инь ЕЛ 


т . 
тде << 3. 
Нетрудно видеть, что ири таких обозначениях 


й а—1 
би фы Е. Рино |... Нин) @— 5. 
Определив теперь целое положительное число р» из неравенств 


:„ 1 
Реут, Гы < рт. 
получим 
ыы ри... Рита 


и, таким образом, 


а—1\“ 


и а-®< Угы<е-ь Ува 


т=8 як ж=2 


откуда, в частности, следует, что данный ряд сходится или расходится 
одновременно с рядом 


У 21". 
Е 


Приложение ® 


ИНТИГРАЛЬГ ЛОБАЧЕВСКОГО 
В ТАБЛИЦАХ БИЕРЕНС ЛЕ ХААНА 


Как было уже указашо в статье Б. Л. Лаплева «Интегралы Лоба- 
чевского в таблицах Биерене де Хаана», помещенной в ПТ томе нв- 
<тоящего издания), автор этих первых весьма обширных «Таблиц 
определенных интегралов» ?} ссылается, как на один из источников, 
которыми он пользовался при составлекии таблиц, на сочинение 
Лобачевского «Способ уверяться в исчезании бесконечных строк и 
приближаться к значению функций от весьма больших чисел» *). 

В таблицах Виеренс де Хаана имеются формулы, сопровождающиеся 
указанием, что они прямо заимствованы из работы Лобачевского 
«Способ уверяться в исчезании бесконечных строк » (иногда, при 
этом, наряду с работой Лобачевекого, перечисляются и работы других 
математиков, пришедших к той же формуле); в других случаях имеется 
ссылка на звимствованную из сочинения Лобачевского формулу, ив 
которой рассматриваемая формула легко выводится *). 

Ниже приводитоя список интегралов, непосредственно заиметво- 
ванных Виерено де Хааном из сочинения «Способ уверяться ...»5). 
В первом столбце обозначен номер таблицы Биереве де Хавна, во 
втором — номер интеграла в таблице, в третьем отолбце указан номер 


1) Стр. 413 Ш тома. 

2} В1еговв @е Назв—Тоыея аЧиатыев деНииез. УегваодеНизой ог 
Ковш Щие АКадешЮ тел УГеепвойарреи, Алазбогйаш, 1858. 

3) Кроме этого сочинения, Биереме до Хаан указывзет еще следующие сочи- 
иения Лобвчененого: «Вообрыжаемая геометрия», «Применение воображаемой гео- 
шетрии к нехоторыы интегралам» и «Вероятность средних резудьтатов, полу- 
ченных из повторных наблюдений». Об интегралах из порвых двух сочинений 
ом, указанную статью Б. Л. Льптева: об интегралах из сочинения «Вероятность 
средаих результалов ...» ем. на отр. 348 наст, тома. 

+) В спосках на следующей странице меречислець 4 интеграль, выволенвые 
Биеренс ле Хааном из формул Лобачевского. 

5) Список не содержит тех заимствованных Биеренс де Хааном у Лобачев- 
ского и вотречающихся в сочинении «Сиособ уверяться ...» формул, относительно 
которых Биоренс до Хаан указывает, что они заимствованы из другого сочинения 
Лобачевского 
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соответствующей формулы в сочинении Лобачевского «Сиособ уве- 
ряться...» по настоящему изданию. 


Синеок пятеграяов, нопосредетвонно занметвованных Бнерене де Хазном 
ив сочинения Н. И. Лобвченского «Сиособ уверяться...» 


Номер Номер Номер Номер 
Номер | ера мер Номер 
О бо 
| т р 
1 ю | 6 18 168 (69) 
1 | [м в |1 и (70) 
| 4 ] (63) 18 28 {67} 
58 | (50) 78 9 | {88} 
5 в о | 8 [94] 
53 | 19 (22) я | 2 | (86) 
58 | 21 [1058] я | 4 | (80) 
55 | 6 (76) из | 2 | (47) 
5 | р 005 | 03 | 3: (#7) 
55 | 13 {18) мт \ 5 | (113} 
56 | 5 (50) 194 и {85) 
8 № (8) за 8 ! (71) 
57 ю | 00 280 и | 00 
81 5 (112) ®) 287 4 | (127) 
то 1 аа 28 | 5 | 05 
юз (114) з7 т (64) 
18 | а (72) | 
В | Н 


Бнеренс де Хаан не анал русского языка п поэтому не мог пользо- 
ваться текстом Побачелекого. Веледотвие этото смысл большого числа 
формул, гаимотвопанных Вперено де Хаёном у Лобачевского, оказался 
исваженным. Тан, во многих случаях Биерене ле Хзан пилет формулу 
Лобачевского только для целочисленных значений израметров, в то 
время как у Лобачевского она выведена без такого ограничения 
(адесь сказалось, возможно, и то обстоятельство, что Виереис ле Хаану 
не было вполне яено, что символ ш”” употребляется Лобвлевским 
н6 только для целых жи п). У Побачевского отсутствовало, как 
известно, обозначение для предельного перехода и наличие такого не- 
рехода оговаривалось с тексте — этот фикт также повлужил причиной 
искажения некоторых формул Лобачевского в таблицах Виеренс 
де Хзаша. 

Из 33 формул, непосредственно заимствованных Биеренс де Хааном. 
иа сочишения «Способ уверяться...», 7 содержат прямые ошибки 


1) Из этого интеграла Биерене де Хавы получил еще интеграл № 14 в 1аб- 
лице 432, 

2) Из этого натеграла Виеренс де Хазп получил ощетри: № 2 в таблице 989, 
№2 в таблице 29} и № 4 в таблице 377. 


17 Вак. 2823. Н. И. Лобачевовий, т. У, 
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(или опечатки) либо в таблицах Биеренс де Хаана, либо в сочинении 
Лобачевского, либо, наконец, и там и здесь. Ниже приводится пере- 
чень этих формул с указанием ошибок (при этом учтен список опечаток 
и исправлений, помещенный Биеренс де Хааном в конце своих таблид). 

Формула 1 таблицы 70 соответствует формуле [114а] Лобачевского, 
У Лобачевского имелась ошибка, исправленная Виеренс де Халном. 

Формула 23 таблицы 70 соответствует формуле {114) Лобачевского. 
У Лобачевского формула верна. Биеренс де Хааы перепечатал фор- 
мулу Лобачевского, не указвз, что следует произвести предельный 
переход и, кроме того, дал неправильный ответ, считая, что исправ- 
ляет ошибку Лобачевокого. Ошибка Биеренс де Хаана вызвана, по- 
видимому, тем, что формула Лобачевского [1148] формально является 
частным случаем формулы (114), и Биерес де Хаан «исправил» фор- 
мулу (114) (которую трудно непосредственно проверить) тав, чтобы 
формальная подстановка частного значения параметра плавала правиль- 
ный результат для формулы [114в]. Но отмеченная выше ошибка 
Лобачевского в формуле [1148] явилась как раз следствием необосно- 
ванного использования формулы {114} лля значения параметра, не 
принадлежащего той области, в которой формула справедлива. 

Формула 18 таблицы 78 соответствует формуле (67) Лобачевокого. 
Виерене де Хаан исправил имевшуюся у Лобачевского опечатну. 

Формуле 4 таблицы 94 соответствует формуле (80) Лобачевского. 
У Лобаченокого формула верна. Бизренс де Хаан первпочатал ее 
в том же виде, в каком оны помещена у Лобачевского, но в списке 
исправлений указал, что формула не верна, не приведя в то же время 
правильного, по его мнению, значения интеграла, Повидимому, дело 
объясняется тем, что эта формула верна только при пелочисленных 
энечениях одного из параметров (что специально и оговорено Лобе- 
зовоким), а Биерено де Хзан обратил лишь внимание на сразу бро- 
саюдийся‘в глаза вбсурл, к которому приводит применение формулы 
к лробным значениям этого параметра. 

Формула 21 таблицы 280 соответствует формуле (126) Лобачевского. 
У Лобаялевокого имеетоя ошибка. Эта ошибка осталась неисправлен- 
ной у Виеренс де Хаана, но кроме нее появились еще новые опечатки 
(или ошибки). 

Формула 4 таблицы 287 соответствует формуле (127) Лобачевского. 
У Лобачевского имвется ошибка, которая «исправлена» Виеренс де 
Хааном неправильно. 

Формула 5 таблицы 296 соответствует формуле (125) Лобачевского. 
У Лобачевского формула верна. Виеренс де Хван перепечатал ев ие- 
правельно. 

Таким образом, в трех случаях правильные формулы Лобачевского 
были авменены Биеренс де Хааном неверными, в двух случаях ошибки 
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имеются и у Лобачевского и у Виеренс де Хаана и только в двух 
случаях Виеренс де Хаан действительно исправил результот Лобачев- 
ского (в одном случае опечатку и в одном случае ошибку). 

В 1867 году вышло новое издание таблиц Виерено де Хаана!). 
При атом многие формулы были исключены из таблиц: это либо те 
формулы, которые являлись частным случвем других, имевшихся 
в таблицах, либо те формулы, которые в новом издании были заменены 
более общими, либо те, где были обнаружены ошибки, исправить 
которые автор не сумел, либо, наконол, те, которые могут быть про- 
ето получены с помощью соответствующих неопределенных интегра- 
лов. Ниже приводится таблице устанавливающая соответствие между 
номорами таблиц и формул по обоим изданиям таблиц Бирене де 
Хаана пля интегралов, непосредственно заимотвованных из сочинения. 
«Способ увераться ...» 


Переход от старого издания таблиц Беренс де Хавыв в новому 


1-ое падавив 2-ав издание ] 1-ое издание 2-ое издание 
помер | номер | номер | помер | шомер | помер | номер | номер 

таблицы | интеграла! хаблицы ‘интеграла || таблицы иптеграла| таблицы | интеграла, 
} | | 
раю 13 | 78 6 | 6 

1 2 _ — | 18 | = 

3 4 2 21 18 ве 
53 м о № 3: 6 
| 58 15 ОИ ООВ: 8 89 

53 19 —_ О 2 
58 О Е СОК | 4 _ 

55 6 и 2 | 13 з _ 

55 12 р р - 

55 3 а 8 147 5 | № 

56 5 а 1 — 

56 16 и эи 8 28 

57 19 42 в рю * | — _ 

61 5 о 997 2 | 200 8* 

то 1 я 396 5. | 27 ры 

9 28* Е 377 у 

18 + _ — | | 

| В | 


1) ВЗотевз 4е Назп— Мопуе Нов @Ыез 4’набатоз а6Нилев, Тоуев, 1867. 

2) Заменен о втором иадании более общим (таблица 81, интеграл 1). 

3) Эта формула во втором издании по форме отличается от указанной фор- 
мулы первого издания, но полноетью совпаддет с формулой 3 таблицы 142 пер- 
зого иадания, . 

4) Заменон во втором надьнии более общим (таблице 151, интеграл 1). 

$) Заменон во втором издании более общим (таблица 353, интеграл 1). 


11* 
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По второму изданию таблиц проставлены номера лишь тех формул, 
которые яолностью совпадают с соответствующими формулами первого 
издания (6ез учета, конечно, изменения обовначений и формы за- 
писи). Звездочками отмечены те формулы, которые содержат ошибки. 

Пи одна из пяти формул, заимствованных Биеренс де Хзаном из 
созинения «Сиособ уверятьоя ...», в которых в первом излании име- 
лись ошибки (холько две из этих формул были неверны и у Лоба- 
чевского), не была при перевадании исправлена: три из пяти формул 


были шовлючены из второго издания, а две перепечаланы без опре 
влевий. 


Приложение 81) 


ИОТОРИК0-БИВЛИОГРАФИЧЕСКИХ СВЕДЕНИЯ 
© СОЧИНЕНИЯХ Н. И. ЛОБАЧЕВСКОГО 0 ТЕОРИИ РЯДОВ 


Первые два сочинения {1}--«Об иочезании тригонометрических 
строк» и {2} «Способ уворяться в иочезании бескопечных строк и 
приближаться к значению функция от весьма болылих чисел» были 
напечетаны в «Ученых записках Казанского университете»: {1} — но 
второй нивжке ва 1884 г. (отр. 167-226), |2} —во второй книжке за, 
1885 тг. (стр, 211—842). Оба сочинения выишля также отдельными 
оттиеками с новой нумерацией страняц и с указанием на обороте 
титульного листа: «Перепечатано из Ученых Записок на основании 
дозволения высшего учебного начальства». 

Третье сочинение |3} — «ОеБег &8 Совуегивых ег ппепаНовей 
Кешеп» было напечатано в 1841 г. в излававшемся в Казани на не- 
моцком языке сборнике «МефеотоЛослвоне ВеофасЬткен ап ака Рейт. 
Ъезжы 4ег Кайзотнон Вазявенеп Отууета Цай Казап» *), тетрадь 1, 1885— 
1836. Этот сборник, издававшыйсн, кек сказано на титульном листе, 
«Эрястом Кнорром на средотвв университета»), содержит метвороло- 
тические наблюдения аа 1885 и 1886 гг. в горолах Казанского учеб- 
ного округа (Нижнем Новгороде, Симбироке, Сяралове, Астрахани, 
Вятке, Екалериябурге и Оренбурге); после результатов наблюдений 
следует два приложения с отдельной нумерацией страниц): 1) сочи- 
нение Лобачевского «ОеЪег Фе Сопуентеп» 4ег плепёЦерей Нешел» 
и 2) работа Э. Кнорра «АПвешете Вотогкипеег @Ъег 4еп Уоттав 
ег Рузк ацЁ бушиачец»). 

Включение в оборник метеорологических наблюдений приложений, 
не имеющих к метеорологии такакого отяошения, производит, конечно, 
странное впечатление; причина этого включения еще не выяснена. 


*) Составлено И, Н, Врояттейном. 

2) «Мотеорологические наблюдения в учебном округо имп. российского Казвя- 
ского упиверситета». Титульный лист этого вборника воспроизведен после стр. 182 
заст. тома, 

33. Каорр— профессор Казанского университета. Подробнее о нем см, 
стр. 457 наст, тома (примечание [5] к сочинецию «Полное затмение Соляца в Пензе 
26 икитя 1849 года»). 
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Не ясно также, когда было написано сочинение Лобалевекого {8} — 
в период 1835—1838 годов, к которым относятся наблюдения, или 
ближе к 1841 г., когда был напечатан сборник. Во всяком случве 
‹<очинение {3} написано Лобачевским не поздыее 1840 г. — это видно 
из следующих оботоятельотв. 

В отчете о состоянии Казанского университета эа 1840-1841 ака- 
демический гол, составленном по поручению совета университета 
профессором Н. Ивановым !), межлу прочим сказано: 

«Ректор Университета, ординарный профеосор Лобачевокий напе- 
чатал в Берлине, на немецком языке, сочинение под заглавием: Ве{- 
иво ги 4ег ТЬеоше ег рахаПеПев ине?) и послал туда же, для 
помещения в Креллевом журнале, рассужление: ПеЪег Фе Сопуетрепя 
Чег ипеп@Ценеп ВоВе». 

Аналогичная запись имеется в отчете Казанского университета и 
учебного округа зв 17 лег (1827—1844)3), причем в этом отчете точно 
указано, что статья «Оеъег 4® Сопуегвопт 4ег ивеп4Цовел Ветеп» 
была послана з журкал Крелия в 1840 году. 

Эти указания говорят о том, что в 1840 году Лобачевский направил 
в журнал Крелля «Тошияй г 91 теше ар апбелувийе Мабфретанк» 
свое сочинение «О сходимости бесконечных рядов» на немецком языке. 
Но оно в этом журнале изнечалано ме было, хотя другие его вочи- 
нения «Сбошефме бпавтайго» и «РтоЪзИИ Че тёзаабз оуеив...», 
направленные Лобачевским в тот же рнал, были в нем напеча- 
таны — первое спустя два гола, а второе спустя 3—4 года после 
получения“). Возможно, что Лобачевский одновременно с отправкой 
своего сочинения в журыал Крелля передал другой экземпляр для 
напечатания в сборнике Кнорра. 

Отзывов на сочинения {1} и {2} при жизни Лобачевокого не было 
(еси не очитать краткого уназания не сочинение {1} в заметке, по- 
мещенной в журнале «Библиотека для чтения»б) и олной общей 
фравы в отвыве Остроградоного на сочинение {8}). Сочинение {3} 


1) Обозрение преподаваний в имп. Каланоном университете на 1841—1842 
учебный год». Казань, 1841, стр. 41. Воопроизведено Л. В. Модзвлевским 
в сборнике «Материалы дли биографии Н. И. Лобачевского», изд. АМ СССР, 
М. —П., 1948, локумент № 453, отр. 429. 

2) Речь идет о сочинении Лобачевского «Геометрические исследования по 
тобрии парвллельных линий», помещенном в 1 томе настоящего издания. 

3) К.Е. Фойгт Отчет имп. Казачского университета и учебного округа з®. 
17 дет с 1827 по 1-е гевваря 1844 года по управлению ТаМного советника Мусина- 
Пушкинь, Казань, 1844, стр. 301. Вовпроиовелено Л. Б. Модзвлевским 
з 10м ше еборпище, документ № 515, стр. 498. 

4) См. т. Ш наст. издания, отр. 171 и наст. том, стр. 847. 

5) Т. Х аа вирель 1935 г. Эта звметка воскроизведеня в ТУ томе наст. нодания 
на стр. 136—437. 
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было в 1842 г. направлено министром народного просвещения и пре- 
зидентом академии изук в Физико-математическое отделение Академии 
© просьбой дать на него отзыв. Отрицательный отзыв аналемика, 
Острогралокого был совершенно необосновая 1). 

Сочинения Лобачевского по теории рядов никогда ив пере- 
излавались ни в России, ни за границей, и в настоящем изда- 
нии воспроизводяфя впервые; сочинение {8} переведено на руо- 
ский язык В. В. Степановым незадолго до его смерти, 

Имеющиеся в иностранной литературе немногозисленные ссылки 
на эти сочинения?) носят случайный характер и к тому же нередко 
искажают содержание соответотвующих работ Лобачевского. Виеренс 
де Хавн в своих известных таблицах интегралов указывает, что 37 
“интегралов он эвимотвовал из сочинения {2}*). В нашей литературе 
до самого последнего времени имелись лить отрывочпые сведения 
9б этой стороне деятельности Лобачевского 4}; достаточно широко 
известны были только сформулированные Лобачевсвим опреде- 
ления оснопных понятий апализа, Пить недавно появились 
сталь, специально посвященные работам Лобачевского по ана- 
лизу 6). 

В настоящем издании сохранешиы обозначения оригинального издания, 
за исключением обозначения степеней триговометрических функций 
(в оригинале вт” вместо зт?х и т. д.}, обозначения радикалов 
(в оригинале иногда У зместо У”) и ивкоторых других, явно про- 
тиворечащих обозначениям, общепринятым в настоящее время. 

В переводе сочипения {3} применяется современная терминология. 

Редакцией добавлены {в квадратных скобках) номера глав (ем, 
вводную статью, стр. 15), а также номера формул с литерами а, Ъ 
ит. д., на ноторые имеются ссылки в комментариях. 

Вее явные опечатки и описки з формулах оригинального издапия 
исправлены без специальных оговорок и разъяснений. Что касается 
тех случаев, когда Лобачевский допускает ошибки в формулах или 
вычислениях, или когда трудно решить вопрос о том, является 


1) Отзыв Остроградекого помещек па етр. 266 нзет, тома, Модробнее об этом 
см. во вводной статье (стр. 29—30). 

2) ВыгКВага + — Вох. дог Мы. Ува. Ва. И, Н.Т, 8; М. М1е1вев-— Напа. 
Фась ег Тьеоме ог Салула-РивКИор, ребра, 1906. 

8) См. статьи «Интегралы Лобачевского в таблицах Биеренс де Хваяаь, 
сер. 418 П тома и стр. 256 наст, тома, 

4 В. Ф. Каган — Лобачевский, Изл, АП СОСР, М.-—_Л., 1944 н 1948 гг. 
А. В. Васильев — Матемалика. Петроград, 1921. 

г. Л. Лунц-—О работах Лобачевского по математическому анализу. 
Историко-митемалические исследования, вып. П. Гостохиздат, М. Л., 1949; Ава. 
литичесние работы И. И. Лобачевского, «Успехи математических наук», т. У, 
вып. {, 1950. 
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данная ошибка опечатвой или нет, то, нак правило, ошибки исправлены, 
® в сносках приведен оригинальный текст. В немногих случаях, когдь 
исправление ошибии в формуле невозможно без изменения текста, 
формуль напечатана в том виде, как она помещена в оригинале, 
& в сносках приводится, с соответствующими поясиениями, исправлен- 
нея формула. 

Согласно общей установке, принятой в настоящем издании, начало 
каждой страницы оригинального издания отмечено в текоте знаком |, 
а номер соответетвующей страницы указан на полях. (Это не относится 
к сочинениям, которые даются в русском переводе в иностранных 
языков.) 


Приложение & 


ОТЗЫВ М. В. ОСТРОГРАДОКОГО 0 СОЧИНЕНИИ 
ЛОБАЧЕВСКОГО «0 СХОДИМОСТИ БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ» 


Ниже приводитвя перевод с французского языка двух документов: 
Т— павлечения из протокола Физнко-математического отделення Ака- 
демии наук с отзывом Остроградокого о «мемузре о сходимости рядов» 
и П— письменного рапорта Остроградского на эту же тему, адресо- 
ванного отделению и приложенного и этому протоколу. "Точное наава- 
ние сочинения Лобачевского ни в одном иа документов не приведено, но 
из первых строк протокола («доклад о сборнике Казанских метеорологи- 
ческих наблюдений») ясно, что речь идет о сочинении «О сходимости 
бесконечных рядов», начечатанном в 1841 году в качестве приложения 
х «Мефеотоодасье Веофаснфитоев аа 4ет ГевеБезиЕ ег Казегись 
Вавывонеп 'ОшГуетзНи Калап». Оба дохумента хранатоя в Архиве 
Академии наук СССР‘) и были воспроизледены вместе с их перево- 
дом Л. В. Модзалевским *). 


1. Из протокола Физико-иатематического отделения Авадемии Наув 


Клаес физико-математический 
№ м 
. От среды 10 пюия 1842 
$ 168 


Т. академик Остроградовий слелал доклад о еборнике Казанских 
метеорологических набиюдений и сообщил, что, отвечая ва желание 
г-на министра и президента, он прочел мемуар о сходимости рядов, 
который в нем содержится. Г. Остроградский нашел, что эта новая ра- 
бота г. Побачевекого похожа на его предыдущие работы; автор пре- 
небрегает в ней иервеншими принципами точного рассуждения, точно 
© предваятым памерением осложняет попимание хода своей мысли, 
и эти недостатки пе искупаются ни новизной результатов, ни упроще- 
ниам в наложении того, что уже известно. Г. Острогралский ве считает, 


поэтому, этот мемувр заслуживающим одобрения Академии |...] 


г Архив АБ СОСР, Ф. 3. оц. 1. № 94, Прогоколы за 4842 г.; черновик — 
Ф. 1, оп. 1-а, № 66. И — Архия АН ССОР, Ф. 1, ов. 2— 1842, ФМ, $ 168, 

2) Материалы для биографии Н. И. Лобачевского. Собрьл м редактироваи 
Я, В. Модзаневокий. Изд. АН СССР, 1948, документы №№ 479—480, 
стр. 444—447, Перевод второго документа сделан неточно и нами исираниен. 
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|, Рапорт М. В, Остроградского 


Рапорт 
Первому Отделению императорской Академии Наук 


Академия поручила мне рассмотреть мемуар о сходимости рядов 
и даль о нем отчет. Автор этого мемуара, Г-и Лобачевский, ректор 
Казанского университета, уже известен, по правде говоря, с довольно 
невыгодной стороны, новой геометрией, которую он надывает вообра- 
жаемой, достаточно объемиотым тракталом об алгебре и несколькими 
диссертациями по различным вопросам малемятического знелиза. 
Мемуар, представленный моему расомотрению, не содействует изме- 
нению репутации автора. Г-н Лобачевский пренебрегает в нем перлей- 
шими принципами точного рассуждения, словно с предваятым наме- 
рением осложняет понимание хода своей мысли, и эти недостатки не 
иокулаются ни новизной результатов, ни упрощением в изложении 
того, что уже известно. 

Можно превзойти самого себя и прочесть плохо средактированный 
мемуар, если затрата времени искупится позналием новых истин, но 
более чем тяжело расшифровывать рукопись, которая их но содержит 
и которая трудна не возвытшенностью илей, а причудливым оборотом 
прелложений, недосталками в ходе рассуждений и нарочито приме- 
няемыми странностями. 

Эта последняя черта присуща рукописи г-на Лобачевского; всё 
же мы прочли ве и не нашли в ней ничего, кроме известных разло- 
жений в ряды ненболее простых из трансцендентных функций. Эти 
разложения доказаны тяжеловесно и представлены обозначениями, 
которые, кроме автора, никто не употребляет, и не сопровождаются 
никакими действительно новыми замечаниями. 

Автор поистине считает, что он сделал открытие; так, например, 
он говорит, что он первый обратил внимание на то, что теория три- 
тгонометрических функций может быть объяснена без помощи круга; 
однако, мы полагаем, что уже Лейбкиц анал это. 

Нам кажется, что мемуар х-на Лобачевского о сходимости рядов 
не заслуживает одобрения Академии. 

Сего — июня 1842. 

М. Остроградский 

На рапорте имеются пометы экалемика П. Н. Фуса «Тл 1 10 Инв 18425 и 
«1 С, № 168». 
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ОБЗОР СОЧИНЕНИЯ 
«ЗНАЧЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ» 


Сочинение Н. И. Лобачевского «Вначение некоторых определенных 
интегралов», состоящее из двух отвлей, является его последней 
работой, посвященной вопросам малематичеоного анализа, и хотя оно 
{это в обобенности относитея ко второй статье), несомненно, тесно 
примыкает к его работам по теории рядов, тем не менее существенно 
отличается от этих работ нак по содержанию, так и по характеру 
халожения. 

В работах по теории рядов Лобачевоким был получен ряд выдающихся 
результатов; однако, за исключением, равве, найденного им признака 
сходимости, остальные открытия были сделаны им как бы мимоходом: 
основная цель этих работ состояла не столько в получении новых 
результатов, сколько в обоснований всего фундамента анализа, 
основным элементом которого, по мнению Лобачевского, должна 
стать теоршя рядов. И то большое внимание, которое Лобачевский 
уделяет в сочинениях по теории рядов своему признаку сходимости, 
объясняется, главным образом, тем, что его не удовлетворяло «легкое» 
отношение в вопросу о сходимости со сторокы своих современников, 
иногда даже таких, как Коши. В сочинениях по теории рядов 
Лобачевский старается соблюдать исчериывающую строгость в раосу- 
ждениях (что ему, с современной точки зрения, конечно, ие всегда 
удается} и отговаривать при доказательствах все нужные условия. 

В противоположноеть этому, основная цель сочинения «Вначе- 
ние некоторых определенных интегралов» вполне конкретна и отражена 
в названии сочинения. 

Известио, что вычисление определенных интегралов занимало 
значительное место в сочипениях Лобачевского как по геометрии, 
так и по анализу, хотя м в гвометрических п в аналитических работах 
оно играло, в основном, лишь роль средства, иллюстрирующего еслу, 
полезность или правильность полученных Лобачевеким результатов. 
Вполие естественно, что Лобачевский любил ето, сослужившее вму 
добрую службу, средство и, как всегда, стремясь к обобщениям, 
поставил своей задачей изложение некоторых способов, позволяющих 
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«соединить» значения некоторых определенных интегралов, т. е. 
способов, каждый из которых может служить для вычисления раз- 
личных интегралов. 

Главное меето среди этих способов занимают различные инте- 
гральные преобразования, которым посвящена, в основном, статья ТГ. 
Соотношения (3), (4), [468] принедлежат к числу оригинальных 
результатов Побачевокого. 

Статья П содержит приложения к вычислению определенных 
интегралов свойств функции «гамма». у 

Что касается формы изложения, то следует отметить, что боль 
шшинство зыводов даетоя ХЛобачевоким зиото формально, беа обосно- 
вания по существу; в ряде важнейших мест не оговариваются даже 
условия, при которых эти выводы справедливы. Если учесть, что 
это сочинение было нациоано Лобачевскям в послелдвие годы его 
жизни, то кажется весьма правдополобным, что, не обладая уже 
полной трудоспоесобностью, Лобачевсний решил опубликовать нако- 
пившаеся у него за десять с лишним лет с0 времени написания 
последней работы по твории рядов результаты, хотя бы и в не сов- 
сом отделенном виде, так как он с полным основанием имел право 
считать ети результаты и в такой форме достойными самого глу- 
бокого внимания. ` 

Цереходим к обзору содержания сочинения «Значение некоторых 
определенных интегралов». 

Сначала, пользуясь интегралом 

| 6-х нт фе 4х = 
5 


ати» 


Лобачевский, дифференцируя по параметру © интеграл 


Сегежа 
{ <  зшаа, 
приходит к справедливому при 0< «<= равенству 


91 роща 
[= иг 
8 


(2) *) 


из которого, в частноети, получает 
> 


[95 ш—®. @) 
ь 


х 2 


1) Нумерация формул в настоящей статье совпадает с нумерацией в тохето 
"Лобачевского. 


ОБЗОР СОЧИНЕНИЯ 271 


Далее Лобаяевоний рассматривает интеграл 


[6 ат, 


= 
р] 


где функция {(%) удовлетворяет условиям 
я-а =7и— я) =7() 


и, пользуясь разложением 


приходит к общей формуле 


5 


: 
[ее дак [ ода», 8 
3 } 


х 


которую применяет к вычиолению некоторых интегралов. 
Еели же функция / (2) такова, что 


ТЕ) =/а«—в=—1), 


те аналогичные выкладки приводят к равенству 


{ ЕЕ еше 


ы 1 (2) воз 4х. (4) 


Ш. 


Следует заметить, что функция, удовлетворяющая условиям, при 
которых выведено это равенство, может быть непрерывной в хочках 


вт +0, 1, 2,...) только воли онь в этих точках обращается 
в нуль. 
1 
Положив /()— др, Лобалевокий получает из (4) 
Ты= = 
| =. ©) 


Этот интеграл расходится; однако вывод Лобачевского справедлив, 
если под главным значением интеграла в левой части (5) понимать 
сумму ряда 


где {,„--главное значение интеграла 
ии» 


| Чех а. 
—. ®& 
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Затем Лобачевский переходит к теории гамма-функций. 
Положив для целого положительного г 
вв (и —1)... (#—# 4-1), 
Лобачевский определяет функцию «ивыма от в с поиввателем т» 
< помощью равенства 


(в) 


и есылается на то, что существование предела, стоящего в правой 
части этого равенства, было им доказано для любых комплекспых 
пит в сочинении «Способ уверяться в исчезанни бесконечных отрок...» 
Показав непротиворечивость этого определения © определением 
для случая, когда т целое и положительное, Лобачевский выводит 
основное соотношение 
ПР р)", {7} 
с помощью которого выражает функцию «гамма с поназателем» через 
«гамма полную» 
вв 
о: 
(р? 
После этого Лобалевевий выводит некоторые свойства фупкции гамма 
{«полной») и вычисляет некоторые ес частные значения. Положив 
далее, как и в своих сочинениях по теорий рядов, для целого поло- 
жительного х 


ты 


Лобачевский получает 


8774 (), (10) 


+6) 12 (—0“ 
1 5% обе поя 


и показывает, что В $ (7) ==Г(н) существует при любом комилекс- 
7 


ном ни 


ог У сы г. П0Ы 
БГ) == 108 (9) 2 Хорек рыя 05 
Равенства (10) и (10%) могут служить определеняем функпии 
(я--г}=7 при любых комплексных п и г, Они по существу отличаютея 
от соответствующих равенств, встречающихся в сочинениях Лобачевекого 
по теорли рядов !), лишь тем, что в правой части [105] изменен порядок 
суммирования. Но произведенное Лобачевоким изменение порядка 
суммирования делает двойной ряд ‘в правой части [10] сходящимся 
при любых комплексных в и * (кроме и-|- г =0 и целых отрицательных 


1) Сы. статью «Обзор сочинений Н. И. Лобачевского шо теории рядов» 
стр. 25—28 наст, тома. 
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значений »-|-г) и служит, следовательно, средотвом аналитического 
продолжения функции (»-|-х)“”. Лобачевский, правда, не оотанавля- 
ваетоя на этом вовросе, так как равенство [10Ъ] ему нужно только для 
оценки асимптотического поведения функции (п --1)“”, однако вряд ли 
можно считать тавую перестановку порядка суммирования случайной. 
Доказав далее, что интеграл 

фойе 

8 
<ходится, если Вен> —, и воспользовавшись асимитотическим ра- 
зенством, основанным на (10), Лобачевский показывает, что 

© 


етот п”. {11) 
$ 
Показав, что равенство 
я вв 
ао р (12) 


` а 


справедливо и для комплекеных значений в (Вей > 0), Лобвчевокай 


применяет это равенство в вычислению интегралов 
х 


[то-то от ат, | течет а рат (13), (4) 
. 8 
и рада других. 

Далее Лобачевский покавывает, кёх можно применять замеву 
переменных под анаком двойвого интеграла для вычисления аначений 
определенного интеграла, и применяет этот опособ к вычиеленяю 
интеграла 


31089 41% 6082" +1 4%  (Вев> —1, Щем > — 1) {19=] 


= 


и других. 
Польвуясь опецивльным приемом, обоснование которого дано 


з примечании [“, Лобачевский, исходя из равенства (12), локвзывает, 
как п в сочинениях по теории рядов, что 


= ах Эке-а 
[ера ==22н-') (Ве > 0, Ве» > —1, (28) 
5 
& твьже получает, что при тех же усмовнях 
2 
и: 2 
фатвто (29) 


Побачевский никогда не пользуется этим обозначением. 


1) Здесь { 


18 Зам. 2823, Н. Ш. Лобвчевекий, т. У. 
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Обобщив этот. прием (ом. примечание [1°]), Побачевский приходит 
х примечательному интегральному преобразованию !) 


® № Е: 
Гиват го [а (88) 
3. : 


где $' (2) = $ (1) но<л<Ь. При й = 00 это равенотво превращветоя 
в [388] и имеет место при любом Х > 0. 

Это весьма общее преобразование содержит, в частности, инте- 
трельную формулу Фурье 


ого-го = = [а [7 вов (2 ( — 2} 4=. 
Зь 


Из {33) и полученного аналогичным путем равенства 
о ь 
| #[гоево- а -0 (85) 
5 5 
Лобачевский получает, положнв $(=)=шх, оинус-транеформацию: 
и восинус-тренефорывцию Фурье. 
Формулы (28) и (29) также легко получаются из (33) и (35). 
Неконен, в первой отёгье рассматриваемого сочинения Лобачевский 
находит еще равенство 


+ < 


4 
224 
ла (2-=' 72) аз 


8—5 5 


^ 
213 
эро 4, [46а 
А И 
5 
являющееся обобщением преобразований Лаплася-Меллина, и поль- 
зуетоя им также для вычисления определенных интегралов. 
Вторая сталья посвящена пеликом приложению гамма-функции 
к вычнелению определенных интегралов вида 


= . Ё- : и 
ое ее, а, 


1) Как выяснил Б. М. Гагаев (доклад на научной конференции Казаноного 
универслтоть, посвященной 125-лотию создания И. И. Лобачевоким неовклидовой 
теометрии, февраль 1951 г.), формуль хип (33) была получова з 1836 г. Лиувиллем 
(Мое вшг чше шаете 4е вбаёеаНвег 1а Когльце 4е Косег, ош. 46 шабй. ригеь. 
#6 аррМаивев, т. 10, стр. 102-105). 
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1853. 
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ВЪ УННВЕРСИТЕРСКОЙ ТыПоГРАФИК. 


1853. 


"Титульный лист 1\ вншыжи «Ученых замисок Казанского университета» 
за 1852 г. в которой было напечатано сочинение 
«Значение некоторых определевных интегралов», 


Кар. 275, 


ЗНАЧЕНТЕ 


НЪБОТОРЫХЪ ОНРЕДЬЛЕННЫХЪ ИНТЕГРАЛОВЪ, 


СТАТЬЯ Г 


. Ловамьниго  Заслощежнаю Фрофейора. 


Опродьлелиме иятетралы служахь часто болылемь пособемь въ элазитическихь рф 
темахь, напримЕръ въ пытегриробаще диоферемиальныхь урзвиеый, Однакоять учеще 
объ опредфлениыхь витегразахь досихи поръ ее ше могло быть приведено въ спетему, 
вы зъ отвошейн къ значешаямь интегралов, иш уъ отношеви къ разаичвыеь способам 
„достигать отить значе, Надюбио желать, чтобы заельловащы боа1е рабиространияск; 
ослы достовить наперель боле полиотыг учению, 

Злбсь совдициль я значеши, ийжоторыхь опребаениыхь витегроловь св удазашемь 
и роаачныкь способояь выводить от имченя, 

ИНачнемь сь потеграза 


(8 


тль п окруниюсть круга въ частихь понеренинка. Этоть нтесразь заключается къ другожь 
- Яах-гее _ 
у р-р о 
+= 


та й проплольный востояоный угозь «Л. Диоференаируя ТР въ отвомещи къ и 
получим 
ат сте 


® 
рва = | Ча. щи. # 


Кин. 1, 1858 в 1 


Первая страиица орисннального излания сотинения 
«Значение некоторых определенных интегралов» 
{1-я стр. ГУ книжки «Ученых заллсоь Каламского университета» ав 1852 +). 


к 


ЗНАЧЕНИЕ НЕКОТОРЫХ 
ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 


СТАТЬЯ т 


Определенные интегралы служат часто большим пособием 
в аналитических решениях, например в интегрировании диффе- 
ренциальных уравнений. Однако ж учение об определенных ив- 
тегралах до сих пор еще не могло быть приведено в систему ни 
в отношении к значениям интегралов, ни в отношений к различ- 
ным способам достигать этих значений. Надобяо желать, чтобы 
иоследовения, более раепростреняясь, могли доставить налеред 
более полноты учению. 

` Здесь соединил я значения некоторых определенных интегралов: 
с укаванием и различных епособов выводить эти значевия. 
Начнем с интеграла 


а) 


тде = — окружность круга в частях поперечника. Этот интеграл 
эвключается в другом 


где а произвольный поетоянный угон <4=*. Диафференцируя Г 
в отношении в 1, получим 
а вова. 


ди | Фен. е 
г 
: 


* Вернее 0«а< 


38* 
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№: вообще для постоянных а,5* 


$ 
ее ий, 
. 
> 
а 
[а вов фз; 
следовательно 
_: 
= 


А как УТ должно делаться нулем для а=0*, то 
У=а. 


1 
Так для всех углов < ут 


НИ , 
} 48 вне ^ "а, ©) 
$ Ел 


Впрочем, угол а может быть нак угодно близкий к =, & следо- 
вательно з праве донуекать 1 = 5т®. В таком елучав интеграл 
{2) переходит в интеграл {1). 

Интеграл (1) заключается опять в интеграле более общего вида 


= 


{ Е иди. Г(@), 
ь 


где /()— такая функдия от 2, которой значение не меняется 
в прибавлением г к углу ® и с переменой м на —#?. В таком 


случае [?] 
Га ЕН 
{ Аа ош. Г У А) 


где знак суммы требует складывать члены, которые происходят, 
когда вместо $ ставим по порядку все целые поножительные числа 
от1-=0. Такое означение будем везде употреблять и в последетвии. 


* > 0. 
* Ш = 0. 
«5 


© Интеграл (2) сходится равномерно при 0«а< 5 . 
$ Так как функция Г(2) должна быть определена только для 2220, то вто- 
рое усповие, по сути дела, обовизчает, что / (^--2} = / (2). 


И. И. ЛОБАЧЕВСКИЙ — СТАТЬЯ 1 27 
Далее 
В 
© юз 
Е ({— 1+ аш {— ту дет ах 
| вре. / (2) У! ра 78 + { И. 
з | Когда в последнем интеграле ставим т--2 вместо 2, то 
сделается 
Е 1: 
© >= ь 
: _ (дате я 1 зи 
О о Ио 
а, 1. 1, 
Ге Г еше $ [| (-Тнаевные 
{ рт #1) РЗ] пи — (9 У] фот = 
1, 1+ 1» 
а > Се е >С. пубеиие 
Реосон $ ен Г оее 
$ = = 
После чего 
1 
[ше пэ-| 4/0. 8 
НЫ 
Так, полатая /(х) =1, ваходим 
ле 
Е 2’ 


изк и выше (1). Полагая / (2) = вп? =, 


{вия 
= 8” 


> См. например, 
я. 1, отр. 181, ГРТИ, М.Л. 1933, 


Унттекер и Ватсон Курс современного анаиива, 
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Вообще положив 
1) = в” у, 
* | получим для я целого положительного 
В 


1" 
2 


4 
| 9! =] дети». 


Еели же функция /(=) такова, что 
1-э=- И; «+9 =—®*, 


то [4 
ие д уе, рае (=) 
Е 
= 4 ше. (9) вт. / (2) 
ям т жа 
1. 
о 1 
= реет $ [ееию- 


ЕЫ 


; 1 
с 1, в 1“ 
_ У { . ат зле. /0— У Е аазта ЕЕ = 


я 2 
В 
. :. 


=} аш». пе--2] саезш =. 9 У 


$ а 


1 
Е 

=} | 97 сов . (2) *. 
Н 


* То-воть (к = (4) =— (2). Так нак отоюда, в заблности, следует, 
что (== -/(5). то функция, обльдьющая этими снойствеми, может быть 
непрерывной в точнах дк -- ^` только, когда (+=) 50 (&=0, 1, 8,...)- 

= Так ак 


= 
1 а 
авечт а. 


к=1 
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Таким образом, 


нае. [ 42 в08 . Г (=). а) 
; . 


Например положив 


находим 


5) 


Лежандр приходит к этому интегралу другою дорогой (Ехегесев 
4е сасш 108рта!, Тоте Г. р. 181). 

| Значение многих определенных интегралов может быть дано 
помощию функции, которую Лежандр назвал гамма и для которой 
я предложил название уступа в моем «Способе уверяться в исчеза- 
ии бесконечных строк и проч.» *, желая тем выразить, что функ- 
ция происходит подобно степени, но что здесь множители, не 
будучи равны, следуют один за другим, отступая назад единицей. 
Название не составляет еще вущностн, но я удержу по крайней 
мере означение более удобное и более выгодное для вычиедения *. 

Для всякого числа п и для целого попожительного 7, под 


п=7 


я разумею произведение из г производителей, от первого в и 


потом уменьшая единицей по порядку, до последнего п —#"--1. 
Так, что 
пи (п (а)... РЕП. 
Затем для всяких двух чисел я, т, 
де 
пт ЩЕ, [о 
®--) 


* Побвзовеий цитирует по пзыяти н не точно. 'Гермином «устуц» в сочнне- 
ний «Способ уверяться в нозезании бесконечных строк...» он не пользовался. 
Этот черыин ветречаотся в сочинений Лобачевского «Новые начала геометрии 
в полной теорней параллельных» (см. том П наст; падания, стр. 398). 

* Обозпачения Побачевского совпадают, по вути дела, с общепринатыми 
в настоящее время обозначениями для факторизльной функции, Поскольку Лобе- 
ченокий рассматривает функцию гамма как частный случай обозначаемой им 
< помощью символа #8 функции, зависящей от лвух аргумевтов, то везественно, 
что ему ивудобно пользоваться обооначениями Лежандра. 
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где целое положительное чиело “==е0*. В упомянутом моем еочи- 
нении * я доказал, что значение выражения (6) всегда ирибли- 
жаетея к известной границе с возрастанием числа г, каковы бы 
числа п, т ни были®, дейетвительные или воображаемые под 
видом а] ВУ—1, © действительными числами о, В, Значение вы- 
ражения (6) ддя г 
казателем т. Еели же т-=п, то, гамма от п делается той функцией, 
которую Лежандр означает , 


Ги). 


со будет то, что я называю гамиа от т © по- 


Различные свойства гаммы могут быть непосредетвенно выве- 
дены из данного выражения (6), которое елужит определением 
этой функции. 

Если т целое положительное чиело, то 


@—т-- 0" 
ее)" 
р ®—т-- ›)”" 
ро” ак т)" 
(и—т-1) 


„т @—). 


бе) 


пт ут 


Здееь с возрастанием л дробь 
+в 
@-^)”" 
} обращается в единицу, следовательно гамма от з с показателем и 


целым положительным делается произведением 


®(п— 1} пШжт-- 1) 


из тж производителей. 


* Лобачевский обычно оговарпвает продельный переход в тексте, не поль- 
зуясь никакими специальныехи обозначениями. Формула {6} со оделашной: оговор- 
ной может быть записана в более привычной лдя современного читалеля форме 


Ба = #9", 
вс (#7 
+ То-воть в сочинении «Способ уверяться ...» (ем. формулы (42) па стр. 110, 
(58) на отр. 114 и (119) нв стр. 158 наот. тома]. 
® Зв исключением случая, когда и— целое отрипательное число, а в — и ие 
чвляется целым отрицательным (см. примечание [4] к сочинению «Способ уве- 
ряться...» на стр. 285—287 наст, тома). 


«=т 
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Для т=1 и для всякого в 


т 5, 


Для т 


0 и для веякого в 
2—1. 
Уравнение (6) для произвольных чисел п, т, р дает 


пе ФР" 


(вр) "7 
а ртр @— т ”", 
Я (®— рт)" 
. ети т) "". 
@ "7 
Отсюда следует, что 
| пи и р)", (у 
Для п=м это дает 
пе в" 
и— р”? 


Итак, гамма с показателем определяется помощию гаммы полной, 
дия которой Лежандр дел таблицы и которой значения известны. 
для всех чисел, как скоро даны для чисел от нуля до единицы. 
Для т==п уравнение (6) делается 
+х 
чиике-й 
ео 


а когда ставим сюда —п вместо п, 


д — 


кет 
е— 7" 
Произведение двух последних уравнений дает 

1. 21 . 3? 
Ш 2 3 `° 


"и" 


т" (—п)*—” 


Это значит, для действительных чисел я, 


8) 


дих * 


О ® 


ее › 


тде е основание Нениеровых логарифмов, 
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1 
Для п= 5 в уравнении (8) 


После чего 


Полагаем для " целых положительных чисел 


й 
бои" ет, (0) 


тде $() число в зависимости от ” и », как это требует самое 
уравнение. Подобным образом 


1 
пе 


еее еее. 
Из этих двух уравнений следует 
1 
+6) ит" 
ат. "”) у 
$6) 1х В 


в-0 зеоаае-и". 
Или, когда располагаем по степеням от п-+-*— 1, 


1 $6) (—1 
ы $@#—1 -У. вое тИГ поз] 


„Цва выражения для разности ю5$6)—105$(—1)} показывают, 
что с возрастанием чиспа г эта разность двух логарифмов обра- 


щается в нуль и что, следовательно, $ф(”) перестает зависеть от ” 
и начинает быть функцией от одного чиела я, которую означим / (я) 
и которой значение может приблизительно быть вычислено помощию 


“ 
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уравнения 


Е 
1 (1) 

| ЮГ) = 08%) : - ]. 05 
2 Х Уетоетоечерун т 

Здесь воегдь можно взять ” довольно большим чиелом, чтобы $ (>) 

принимать за /(”) как для действительных чисел я, так и ддя 

чисел под видом «--ВУ—1 се действительными чиелами а, В. 

В этом последнем случае полагая 


реа, ще, 
получим 
г) _1уу < 
Е -ТХ Хора 


2 (— Г’совН © . — и 
5 УХ аорте +1 У 1 @--0о|- 
Таким образом, разноеть 108 /(*) —106 4 (г) состоит из двух частей, 
действительной и воображаемой, которые обе делаются нечувстви- 
тельными для весьма большого числа г. 
Переходим теперь к интегралу 


№. 


= 
(арале-в 
. 


Во первых заметим, что этому интегралу принадлежит определен- 
ное значение, как функция от ®*. Чтоб в этом увериться, ставим а 
вместо 2, разумея под а положительное число; получим 

тт. 


® 
[ме дте-ае 
. 


Далее интеграл № можем расематривать как сумму из бесконечного 
числа интегралов; таким образом 


= = в 
а [= "5 
азам ® — а" У "(< =) =-= @т. 


* Вывото р и в следовало бы писать соответотвенио р, и о,. 


* Еоли > —1. 
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Если в бееконечной строке останавливаемся перед тем членом, 
где $==х, то остаток в строке будет 
за 


Ва" кеь (ны 4х; 


= 6 


} следовалельно 
= в 
Е<а г У, ги ЗЕ)" ее да, 
= 
Е < (1-9 ати 5 с (г 1)". 
= 
В этой поеледней строке содержание“ каждого члена к предъ- 
идущему 
1 \* 
1”. 
НЫ 


следовательно, это содержание сделаетея везде менее единицы, 
хак скоро г довольно велико, чтоб 


которому условию всегда можно удовлетворить для всех действи- 
тельных чисел @, ®. Содержание, о котором здесь говорится, для и 
положительного числа, менее 


ев (+ 


следовательно для такого числа ® 


АИ, „ (1+5) 
1— 2 (1 + +) 


может быть сделано как угодно малым © возрастанием »х. 
Для и отрицательного содержание двух членов в строке Е 
постоянно менее 


остаток строки В < а*е`*' (+-- 1)", следовательно, увеличением г 
может быть сделан как угодно малым. 


* Словом соержание Лобачевений воегда называет отношение двух величин. 
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Итак для веех чивел действительных п, положительных и 
отрипательных, строка для М исчезает, а следовательно инте- 
тгралу № принадлежит определенное значение. Отсюда не следует 
однако ж, чтобы значение № не могло быть бёсконечно великим, 
потому что таковы могут быть значения первых членов в строке 
для М. | Впрочем, этот случай только предполагается для л отри- 
цательных, когда самые елементы интеграла увеличиваются до 
бесконечности. 

"Интегрирование по частям и когда действительная часть в 
п> —1 двет 


зо 


> 
а еетинь, 
97" 
тде „— целое положительное число. Отсюда видно, что интеграл 
< отрипвлельным числом я приводится к тому случаю, когда по- 
казатель этот положительный и если в тому 

®--1> 0. 
`Следуя принятому означению (6), можем написать 


< 
{вто 
: 


= "8 

ава Ст" | 94" *"*, 

$ МЕ: 
и наконел, оеновываяеь на уравнении (10), поставить сюда, когда г 
‘чрезвычайно большое число, 

1 

> 7+3. 
"Ре, 


тде $(0)* — число независимое отт. Цосле чего 


= 
т" (0) т [4 ( ы то. 
з 


т 


{драма 
. 
Поставя х-|- вместо 2, получим 
а 


ааа то” р фа)" 
6 С» ы 


начав (а 1 уе [, +5)" 


* В правой части подравумевеетсл переход к пределу ири += с. 
* В обооначении формулы [106] 
1 
70 = 


76)” 
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Для г чрезвычайно болылого числа, как здесь предполагается, 
можем довольствоваться первой степенью от г в знаменелеле, 
® потому принимать 


ая, 


а поставя 
= У, 
Г о 
— _& 
| детей = Уе 0)" два 2 -® [5]; 
8 8 
1 
делая п==— 5 находим 
следовательно, 
> до ь 
{воате-я = Та Же. 
8 Ут; 


оставя сюда и =1, получим 


Ра 1 
[ав ое уя 
. 

и наконец 


© 
[Чизто-в ле" ах 
2 


для всех чисел п действительных и воображаемых, еели только 
действительная чаеть ви > — 1. 


Н. И. ЛОБАЧЕВСКИЙ — СТАТЬЯ 1 287 


В уравнение (11) ставя 4% вместо 2, для действительного поло- 
жительного числа а находим 


дата, (12) 
: 


зз | Впрочем, приложив 6У —1 в ас действительным чиелом 6 «а 
по величине* находим 


у ву 1) В в-ат тада * > 
+ 


[аш г-@+5У я 
5 


ереси. 


у (-- "— 1)" ( Ут, 


ат 


= 
у > _ дев 
т т (а+*У 2 ауте" 


Продопжая ставить а--БУ-—1 вместо а, таким образом уверяемся, 
что значение интеграла (12) верно для всех положительных чисел а, 
для всех вообще дейетвительных чисел $ и покуда действительная 


часть ви» —1. 

Другим образом приходим к тому же заключению, рассматривая 
в интеграле (12), значение которого пусть будет Т, число а пере- 
менным. Интегрируя по частям и дифференцируя Т в отношении 


к а, находим 
а, я! то; 


да а 
отеюда 
[а 
У пит. 
а+ 
'Ностоянчое 
Св», 


как мы излми для действительного чиела а [*]. 


* То-есть по абсолютной величине, 


* Так кан 
ги ея 


= 


У 


+ . 
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В уравнении (12) поставя @-|-5 У—1 вместо а и разделяя 
действительные частя от воображаемых, при котерых множи- 
тель У—1, получим 


{запале пень 2-е —вУ—у" а) 


= 
ааа ее — 
: 


ъ 


У ев = о-в —ву20-—-1. 49 


аз | Полатвя здесь б==ойапра и разумея а< 1 положительный 
угол *, 


{ Я 5" е-9= 608 (ас бате а) == 


пт ® сова 605 (в |-1)а, {15) 
ф Фет стом аа (оба ау тт со а (и -- а. = (19) 
$ 
Или, поставя асоба вместо а*, 

НЫ в В в” 
алом аа (ау = Али" ава, = (7) 

й „= 
{ Фе (40) == - ур в” ав (п -- Па, (8) 
3 р: 


в] = 


Например для п — 


а —— 
| ет °* 05 (42) = И тн 608 1. 
У= а р] 
ПИ =. д 
} У эп (2%) -= и: та эта, 


* Это условие излишне, Можно считать, что —5<<5. так как фор- 
мулы (13), (14) справедливы при любом конечном В, если а > 0, 
* Здесь уже 0<а<5. 


°— 
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Соединение двух интегралов (12), (17) дает 


“в 


ни аи  ооваш) = Папа” а (1 — сов пя со8”а}, [188] 
: 


Дия числа п весьма малого можно принимать 
1 проз 
1 — ©0812 608" & = а — п 08 с08 а 
и следовательно 
= 
—: — оеоова _ 1 паз 
ага" —1(1 — возазе ти Ворта 51% — 05 е0ва г, 
8 . 


а полагая здесь п=0, получим 


ав ох} 6—2 и и — [ор с08 а [']. {19) 
: 


Для каких нибудь двух функций /(2), $(%) от переменного х 
пусть известны два интеграла 


А = авесег, В= рее 
° О 


| Произведение двух этих интегралов ныражается двойным инте- 
гралом 


о = 
[ав [ауе---чг фев 
ДЮ ь 
или, когда поставим сюда 2, у? вместо х, у, 
ыы дуже ел эт Ав. 
за 
Полагая здесь 


уборе 


и рассматривая ® переменным вместо х, получим 


_# 
во Я] ауте 99" Г (у Чаи а) (у? 


эн 


1 
4 


Наконец, пусть 


у— сова, УР. 


19 зат. зд, И. И, Пебачевеший, т. Т. 
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© переменным г вмеето у, то 


. 
Е Е: 
{ дощшо сово [ уно" Гбовый а) у-ва) = 2 АР. 
8 $ 


Например, когда 
По т, Ф (2) ===° 
с постоянными п, т, где действительная часть > — 1, мы видели (11) 
Ат“, В т®я. 
После чего 


: 1 
до в1079+1 я сов" опт, 


эн 


> 
агенты 
. 


а по интегрировании в отношении к 7, 
1 
Г. 
НЫ 
Эт тя 


{ль В+ о СОЗ ю = [19а] 
$ 


иди дия всех чисел п, м, где действительная часть в каждом >— 1, 


ыы 


. 0 


° 


в | Для т=0 это дает 


* 


У*. 2 


фовши" о = 


Например, когда в интеграле {8) полагаеы 
1(®) = их 
в положительным целым числом л или я =0, то находим 


1 
*"- 


ин, "Т) ее 


Е ара?" +1 = 
Е 2." 
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Для п =0 это снова дает интеграл (1), потому что в таком случае 


следовательно, 


как было найдено выше (4). 
Другим образом приходим к интегралу (20) от двойного ин- 


теграль 


а и уте-2-7 = пет, 
ее) 


Вместо у и х постввя сюда 


ЕЕ 
1-я’ 1--в 
и раеоматривал потом и переменным вместо 2, получим 


в | { "аи {(% ен ее ата, 


арии 
зам 8 
а произведя интегрирование в отношении к у, 


ра 
м7 ди ыы 


2 атрибут 


который интеграл и переходит в интеграл 


ренты» 
| демон осо ие рр. 8) 


когда делаем 
ивр? о 


®* 
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с условием, чтобы действительная часть в п, т была в каждом 
>—1. Так для 2т--1==0 получим 


= 


1 
* —_ 
| боль "УЕ 4) 
®а+ 
$ 1 > 
(*+5) 
Если в интеграле (23) полагаем 
вр 1, 
т==1—р—1, 


: 
апро ат, 


то условия для чисел п, тж теперь для р, 4 сделаютея такими: 
2>6, >. 


Самый интеграл (23) примет вид 
м ртр 
1 —1)°4-1 
? ира @—) 


Для ч=1 и для р<1 последний интеграл делается 


(29) 


Вообще для р>0, 4>р можно интегралу (25) дать такой вид: 


4 (@—2—1)549-: рп 
1. Ч 0"РТ ‘зар 
Фар)" «—9 р 


Весьма примечательный определенный интеграл 


+> У 
| дивт У эке-а 8 


ед. 


3 аеутвят 


может быть доказан различным образом. Здееь п — число, в кото- 


ром действительная часть > —1*, 


* Следует также предположить, что а >> 0{мля, в бодее общем случае, Ве & > 0}. 

Интеграл (28) был вычиолен Лобачевеким в сочинениях «Способ уверяться. .." 
в «О сходимоети бесконечных рядов» другими сиособами (см. стр. 151-158 и 
215—217 наст. тома) 
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В интеграле (12) ставя «-- 5/1 вместо а, получим 


пез 


ао и — . 
ет 


Умножая на 467-1 и интегрируя от —6 до --5, находим 


— — +5 
еа-м" 1. е-ьа-яу- { "14 


а—#)у= =" @ рвут 


Или, разложив первый интеграл на два с границами от х==0 до 
#=1, потом от х==1 до #==09, 


ата 


+5 1 за—=)Ут —ва—=) УТ 
У: её [3 
п-о | СНЫ. = [азте-в ав ^ 
3 ауте у 


Если же во второй части этого уравнения поставим в последний 
интеграл 1--х вместо х; в первый интеграл 1 — вместо 2, то 


получим 


чь А — _ 
ФУ _ Ш -вУ 
“арвутяи "ое Г + 
Ра УТ УТ 
Час ет $ 1288] 


= 
Поставя сюда $ вместо 2, 


1 
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Для $-=00 это последнее уравнение делается 
И ев 7-1 4 
в”" — 
деву" 


или наконец, внеся сюда значение (1) последнего интеграла: 


= ае-а (Раша № {28} 


Г У тега 
д, 
—, аут =" 


как и предполагалось (28), покуда действительная часть в а поло- 
жительная, вп > — 1. 


Если, поставя а --5У/—1 вместо а, умножаем уравнение (12) на 
"= 


и потом енова интегрируем в отнощении к фот —6 до 8, то 
получим 
+ +5 2 


„= [ ву. ее | аре- У [даме 
3 @-ву-и - 


8 


еее аэу— 


еа+му=1 — „ам УТ 


ут 


А когда поставим сюда 


2 [дет ВВ еее (98 учетвварь вх. [23а] 
Ё : 


2 
$+1 
| вместо г, то 
+5 ® 
1 27-14 _ { 4% = 
5"“" й] ель ит ь ”. ры" вт (2--5). , 


Вторая часть этого уравнения уничтожается для 6==09 и джя 
и > — Г и следовательно 


у ет 


ау" 


эсли ваивя-|-1 действительная часть положительная. 


=, (23) 


з° 
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Из двух интегралов (28), (29) следует 
+5 


4х совх —_ пев 
врет — т 0) 
+= р 
запах тез 
Чаруунтнт ® 
Интеграл (80) для п-=0 дает 
Сдесь _ пота 2) 


у ми — 28 
Способ, который употребили мы, чтоб от интеграла (12) перейти 
х интегралу (28), может быть представлен в общем виде*. Пусть 


(>), $(®) 
две функции от *, и пусть 
2 
Рассматриваем двойной интеграл 
+5 № 
У= { аа (бед 02 — #2), 
—2 5 


тде й>^, $— все три чиела действительные и положительные. 
Ивтегрируя в отношении к 2 между назначенных границ, получим 


^ 
4 (ФА — 64) —%(@=— 8) 
т [ето к . 
Разделяем этот интеграл на две части Р, 9, так что 
} У Р-Н 0, 
И 
$ — 6) —+@=—в) 
р фа-го р 
х 
$6. — 5) —%@=— 8) 
9 его ыы . 


В интеграле Р поставя ^ — вместо 2, получим 


У) св) 


рае 


» Чтобы получить (32), нужно интеграл (30) сложить © митогралом, получае- 
мым ив него заменой х ив — $. 
* Обоснование следующих далее рассуждений см. в примечаним [11. 
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В интеграяе @ поставя ^-|-2 вместо 2: 


&— 
— 9 — 9-00) 
9= { ет. 


а 
Ноетавя >> вместо =: 


$ 
Р т 8-9, 
э—=5. 
9= {| аег(\+ =) 49-459. 
Дая 6 == оо 
рельс, 
8 


9=Р, 
7270) [ ви. 


Еели /(2) — функция постепенная *, то в интегралах Р, @ значе- 
ние {(А) одинаково, Еели же постепенность нарушается для #=^, 
то в интеграле Р надобно поставить то значение /(^), к которому 
приближается /(\ — =) е переходом 2 в нуль, & в интеграле @ на- 
добно поетазить то значение /(4), к которому приближается {(А-- =) 
6 переходом х в нуль. 

Так составляются образцовые уравнения и условия к отысканию 
определенного интеграла 

! 0-9, | 


выть | че—-9, 


9—9 | ” 
Щи 8) — 29), 
опоры Нес -4 

В 


Р+9= $ || его» 0—=) 


— 5 


* То-всть непрерывная. 
* В тевсте Лобачевского номером (33) обозначены только формулы для Ф 


и Р-+9. 
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Здесь /(#), $(#) — произвольные функции от 2; #, ^— поетониные 
числа действительные и положительные; при том 

ВА 
В интегралах Р, @ множители /(А--5), /0.--8)* представляют те 
значения, которые эти функции принимают с переходом $ в нуль. 
Если /(2) функция иепрерывная*, то /(А-— 8) == /(А), Га) =), 
Р=- 0. 

Граница 4, перейдя за величину А, может произвольно быть уве- 
личена. Так условие # >>) будет выполнено, если # == со. В таком 
случае уравнения (88) сделаются 
4 ® 

в ' 


ф(®) = 
| Р=Ра—8) Гы фвс, 


. 


Ра [вв 
$ —$(-=) 
о по НС, 
р+9= { 4 [ а) — 2). 
Например для ад таяены, 
у 
находим 
Го офееЯ, в-270 [ная ==), 
че о 
2) — | [421(2) сов — 20), (84) 


— известная формула Фурье. 


* В современных обозначениях /(А —0), /(.-- 0). 

* Это— первый случай, когда Лобачевокий употребияет термия «иепрорыв- 
ность» в современном емысле. 

© Перед этим равенотвом, по всей видимости, имевтся пропуск в тексте. Выди- 
сянные выше выражения для функций /'(2), $ (2) и 9 (2) пря подстановие в [33а] 
приводят к выведенным ранее формулам (28) и {29}, а для того, зтобы получить 
интегральную формуну Фурье (84), нужно положить { (х) == зи, $ (2) = ох 
оставляи функцию /(л) пронавольной. 
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Раесматриваем еще двойной интеграл 
+ № 


и= } % | 4е Г (=) $ (2-22), 


где #, $, ^, как и прежде, положительные числа. Интегрирование 
в отношении к 2 дает [18] 
в 


и асе дю , 


Ах 


а когда поставим х—^ вместо х, 


А+» 


м- | еее 4) 


№ р 
= | чте-ючея-и-ы) | 22 е- К) ВЯ — С-В). 


потом = вместо $, 


+ в. 


м | (р) ве-ея- [5(5—) во-ея 


Если А>0 и 6 =00, то М=0. Если же ^=0 и 5=00, то 


ионы [84а] 
$ 
Итак для ^>0, 8>0 
0 в 
0= {4 еда). (85} 
щь её 


| Если же А==0, то 


а й 
а [веде = 9 да 88) 


где /(х) непрерывная функция от 2 и где 


99 =9(=). 
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Между тем для ^_> 0 было тоже найдено уравнение (83), которое 


соединяя с уравнением {35), получим для А > 0 


р Чо в 
авео [а [аи -зозы 


р ие 
270) (92 фо -ву = { @ | вое) (обя ва) 50242). (88) 


Например, когда $ (1) == тт, 9(2) = совх, то 
> ь 


ау | & [22 (в) со № сов 2, (38) 
о 
«Го = |  [&Коешкьньх (40) 
ще. 
и которые ‘уравнения заменяются още такими; 
Е ^ 
ку [4 Те) сов 5 сов, @1) 
А 
170) -{ 8 [вет аа вок. @2) 
: 


Если полагаем 
Тв) = ева 


тах, чтобы действительная часть в а была положительная ивт >> -— 1, 
то уравнение (39) дает, после интегрирования в отношении к 2, 


+ 
пдмета _ 1 2260822 


п аут “ 
а уравнение (40) подобным образом 
+» 
тм м _ 4:31 6 
! у яя “9 


как было найдено выше (30), (31). 
Если в уразнениях (33) полагаем 


$) = пят, 
хо 


1 


$ (=) 
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„Далее, если /(^) произвольная, но постепенная функция от А, то (5) 


Р==! (а),  9-===/(), 


+> ъ 
2=1 (0) = ] @г } И . (45) 


Произведя здесь интегрирование от —2 до -- 2, получим 


аа — 22) 


р 
=) [= в 


где предполагвется > 0, #>^ и где поеле интегрирования в от- 
ношении к х надобно 2 почитать бесконечно великим числом [1], 
Для произвольной функции / (2) от 2 находим двойной интеграл * 


рее (. *) т дает 


(А — аку 1 ° 


А как та часть интеграла, где х>>)А, делаетея нулем по при- 
меру интеграла (29), то 


, „+= У 
„| пр [вши (1 = } ан 


ЭЗпе # 


ке аа (1 я у=х р село == 


Зе“ 
== 


при 2—9) 14 


* Дальше предпонагвется, что >> 0 (или Вев>0). 


Н.И. ЛОВАЧЕВСКИЙ — СТАТЬЯ Т 301 


Так значение двойного интеграла делается 
Г тт 
а и ав "тх <) = 
Е (У пы 79 
р 


к [ва — 5 


=" , 
Ы 


[46а] 


Например для /(=)=1 сделав интегрирование в отношении к *, 


получим 
+= , 
| @ге" 1 2пе-® (ешо 2те-® 
Аут Иа у от, 


в | как было изйдено выше (28). Положив 
га ==”, 
находим 
й 
дея тет деп 
{ Е 
Н (ри) "++ 


Поставя сюда 
Ж-= АЗ, 


получим 


дите ® 


ран а — 
фот: 0508 г Зри т иикг 


5. 


как доказано было прежде {23). 
Интеграл (2), когда поставим сюда и вместо софа, можем напи- 


вать в таком виде: 
г и— * 
ыы с 105 {= :) В 
ух зу 1 «ау! 


7] *В тенето Лобалевекого в этой формуло пролущена двойна в знаменателе. 


* Так как 
1 


этеша = —= 
5" ЗУ 


302 ЗНАЧЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 


где а может быть всякое положительное число. Означая 6 какое 
нибудь другое положительное число, заключаем, что 


р — 
рен в-2=) В 105 (+ Уи). 
у= 2и—1 а—У—1 5-1 

Ставя сюда @--1, 5-|-1 вместо а, 5; потом а--?, $-|-2 вместо 


а, 6 и так продолжая, если складываем все такие интегралы, по- 
хучим для делого числа г 


© 
а. е 
— аз. 
2 = 


1 пов @ 7—1-У-Ь ВС ний Зи МА 
2-Е (аи-1— И 1) 7 6-1" 


Для г-= со это дает 


Зовут 
Г . — т 
Вт ефу те и ут 0 


= 


СТАТЬЯ П 


= 
5] После того, как значение определенного интеграла 


г п= 


тт 


=— 5 


доказано для всех чисел и, а, действительных и воображаемых *, 
стоит только еюда поставить один раз «{-/—1, в другой раз 
а—ФУИ—1 вместо а, нотом взять разность двух интегралов, чтобы 
получить интеграл 


- 
{ еотозыашвик ^ 
8 


= е--вУ-т---—/=-"- 


- (@* 


Ат 


Полагая здесь п=8—1 и & число весьма малое, чтобы при раз- 
ложении довольствоваться первой стененью, получим 


ретин- 
= 
и {@нУ=о--@——1-4. 


Основываясь на том свойстве гаммы, что для всяких чисел л, а, в 


летнее (п— а)", 


можем писать 
нь 


* Вод > 0, Кея > —1. 
* В тоисте Побачевского номер формулы (48) отоутетьует несомненно по 
ошибке: на етот номер в дальнейшем имеется ссылка, 
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> | а для 8 чрезвычайно малого числа 


ви» 


Далее 


ао (а -ВУ- В, 
(@-И- 1—8 105 4-5У=1)*, 


После. чего и для 8=0 


ау {ава 


р 
аз Ве _ 1 [1 
{ ы Ут“ —ВУЕТ 


= 


согласно с тем, как было найдено прежде. 
Вместо а ставя сюда по порядку в--1, @--2, 
дывая все интегралы, получим для целого числа # 
в--— 1 Н5У— т) 


Е моё 1-е“ 1 
@8 в-® У 
| еЗ 1—2 ЗУИ-1 9 хуле (< -— 1-81 


потом схла- 


8 

или е принятым означением 

— (а —1-У-о о 
271 бан 


1-м 


{в эт 8 _ 


= 
5 1—е 


Для весьыа болыного числа 
которое служит определением 
=; 
О ран» 

и“ 


2, основываясь на том уравнении, 
таммы, и для всех чисел р, 9 


подобным образом 


РИ) Ву 
= ви --- 
ат 1“ . и ’ 
> То-вать 
вв 
80 ии 
& 
* То-воть 
п ще, 
20 5108 @—6У-) 


ль 
350 За У 
® В тексте ‘Лобачевского н этой формуле в знаменателе под знаком инте- 


грала ошибочно поставлен лишний множитель х. 
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а хогда поставим а вместо а: 


(гай _ + „_ 
Ге р-т @&——5и-1 1) ут, 


Носле чего для #==00 получим 


{= вл 6 (е—“? — 


Е Ще 


=" | Если сюда ставим 


&--РУ=, 
то находим 
бе эл бу в 1 арии и“ 
. 1. (Ш 
2 #1 4 “Е (-БИ- И --э-т вы 


Далее, основываясь на общем уравнении для гаммы 


птьич=. (ва) "*-", 


можем написать 
ау плов 


ур таыУЫ 


—п--ь 5 ею 
оу) 


4 пир бх 


я 7 —1 


{@-ВУ- 


лок ЕО’ Знаьюи Иена 
4 {—а-ви-— т]ре-а- 1 {а—5у- т е-му— и 


Между тем, для веякого чиела п, действительного и воображве- 
мого [ур. 8} 


пе 
(п) = 
пт” (и) За ит ° 
После чего 
Га мдязтбх 1 [О иы ыы 
=’ е-1 ею 


Ь 


20 Язи, рёа. И. И, Побачевовий, 1. У. 
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Если предиолагаем $ —1 столь малым числом, что можем доволь- 
ствоваться первой степенью от $ —1 в разложении, потом $ почи- 
таем за единицу, то приходим к такому интегралу: 


® 
а2 эт? 1 ю 62" в—2*\* 
ес а 8 а 
Если в уравнении (48) снова ставим а-|-5У— 1 вместо а, потом 
Г в том же уравнении вместо а, наконец берем разность 
двух интегралов, то получим 
< 


{ фр хте- туш? рх = 
: 


чи (@--25И =) = 2а—"-—1 -|-(«—25/=П-*—1, (49) 


2, 


= | а когда поставим сюда п == 
> 1 
ры ви 92 \ 
р = 


6—2 -цову та Наву Ч. 


Для $ чрезвычайно малого числа 


алии (у - 


= 5 @+ ув 8108 (а-- 2/1) 2 (1 —8ю5а) + 


@—2У— 11—10 (в — 25 /--1)1} *. 
Принимая $-=0, находим 


= 
бане (вы "_ 
® ы = 


= {лов (1+) - вии 1 } 


* В зоёоте Лобчевового под внаком логарифыв вместо 4я отибочив стоит 2. 
= Сы. сносву * к стр» 304, 
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Еели в тому а==0, то должно привимать 


который интеграл можно также найти, начиная с неопределенного 
ах. 1. 42. 
| пух — вх -| | 8125; 
Е Е Е 
< уменьшением х 
1: 
— вр 
р 
переходит в нуль, а следовательно 


. . ., 

2. 1 
ое ая 
ЕВЕ ; 2 2 2 


=: |В уравнении (49) ставя а--5У—1, а-_В/— 1 вместо @, потом 
вычитая один интеграл из другого, получим 


{ фазте- авт к 
$ 


п-т 


зу 


амур” —за- уф" + 
‚+3 а 1 -"-—{@—ЗУ—1)-"-4. 
Нолагая здесь 8-=Зк=й и 8 столько малым, чтобы довольетво- 


20* 
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ваться первой степенью от 8 в разложении 


рее _ 


_ @—8) 
ви. 
3@--5У— р —1ю5 (а --5У—1 + 
-- а —5У—171—8108 (а—гУ—1)|-- 
{2—1 —81ю5@а— Ут. 


{а--зё И у Н-в81ов (а 21] 


Здесь 
2-8 


а 
9-е, 


что ветавляя и удерживая только первую степень 8, находим 
ое _ 
& 
8 
35 1): 10 ЗУ —1 
ов -ву=` “+ Уч У-О- 


-- 3 (а-- У 1108 (а-- У — 3 {а У- По а-ву-о- 
аз У— ую @а—з УП 


а когда делаем 8&=0, то 


Те 


$ 


= вут + Уже У-9+ 


очи уыначьи 17—32 У— т ю5(а—5И—\-- 
+ @— У 1105 (а—35У—1)}} 
— 2* а-- У 3 . . 
ву 3-26 108 (7-99) |. 
эт аут За? ау 
Наву у т Зву аа" ФИ 


8 , ‚88 
4-9 ов (а 
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з | Итак если полагаем 


35 5 
= Зап В; = = ац8т, 


{дрели 31 6 \8 _ 
° 2 = 


Ав) ев) В авлов (а 98) 8. ав Лок (ай -|- 5). 


то 


Для а==0 делаетея 


и следовательно 


=”)! ==. 
. 


Так продолжая, находим для веякого целого положительного 
числа т и для $ чрезвычайно малого 


вт 65 
рее = =" 


$ 
$= 


8@— "Ут 
о т ву»-ца ов а-Чи—295 Ут] *. 


ая — 


Рассматриваем теперь сумму 


тие У ана 9 *, 


р 


* Дальше Лобачевский пользуется методом полной индужции, Поэтому саму 
эту формулу следовало бы тоже проворить методом индунцяи: 
* Здесь $ заменяет БУТ в прожних обозначениях. 
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находим 
Та (а) = (а обе 
ыы 
т 


а 5-5) р 5% Ея з@-ь--(т—24) 


та 


ое Ча -ьы—вд м 


= (а--5-Н тб) Г, (а-- енд, (@—— 
эт т -—1 


—281.„(а--8)—95 У 1 в дея —(а--5-- (в — 2%) 8-1 = 


Сеара ааудтьа 9+ 
Че адин 


$0 


—(@—5- тб) Та —Т(а— 8} 1498] 
| Итак, если Г„(а)==0 для всякого а, как это можно поверить 
для т==1, т-=2, то 

Ти (а) —0 
и, следовательно, для всякого целого положительного числа т 
т.) =0. 


| ое эра )"- 


После чего 


1 
ету х 


и, ив Пода- УТ. 
#0 
Если делаем 


"®—м) в =Ча0бор 


то 
е зб \т 
еее ) = 
Ё х 
а" 
2" ву= че = Хх 


х У ий ов {а--У Лаввбы,, 


7 сова," 


Н, И, ЛОБАЧЕВСКИЙ — СТАТЬЯ П зы 


а когда поставим значение с08 ву, 


рые у 


фн-1 


После чего 


оф в" У: 


Хх 
(®в—1)"" у” 
ы 5 
х| Уеии дов №8 У= т] . 
40 
Здесь множитель при =, как было доказано выше, 


Ус 


с(т— 297-150, 


р 


и | следовательно, значение интеграла предетавляется короче 
вт 6х \" 
ыы) 
я 
В 
(от У 


$16 
Хх 
т — 1)" УТ)" 


” 
пу к р 
ху д" пов и 299. 
- 
Здесь число $ разумеется положительным; а когда число под зна- 


ком логарифма сделается отрицательным, то множитель — 1 на- 


добно заменять множителем 
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Так находим для т чотного 


ит У ева 
9 


т— 1)" "12" (— 1) #3 


„Даля т нечотного 


а 
1-9) 
(и—5% У, й 


=” т” 


фен рае = У‹ 1—5) 


т — 1)" 12" 9 


* В оритинвль пооледние двз интеграла даны © опечатками: 
в фев _ 285 „ры мы 38 
= 285 кы 
12 о: ) Наяы и | 42°, = ть 
$ 
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[] Если интеграл 


= 


а 
5 


несоботвенный, то для справедливости дальнейшего нужно предполо- 
жить, что он сходится, что влечет за собой тавже сходимость инте- 
тралов 

Г) вт 42 


тии @=13,. 


$ 


[2} Следующие далее выкладки справедливы, если интеграл 


. 
эт 
{го ааа, 
р 
& следовательно и интегралы 
не шей 
а 42 
ре из...) 


сходятся. 


В] Этот интеграл расходится. Однако произнеденное Лобачевоким 
вычисление вполне обосновано, как в этом нетрудно убедиться, про- 
следив выкладки, приводящие к (4), если под значением интеграла 
в левой части (5) понимать 


2 


о 


где 1,--главиое значение интеграла 
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|] Из одного того, что Ша [1054 (") —105%(г— 1)] =0, не следует, 
ты 
конечно, что Ши $ (/) существует. Одивко сущеетвование этого предела 
+ 


немедленно следует из [108]. В самом деле, если в-|-"_> 1, 10 


зи 
о < Очер 
а так как ряд 
у 1 
Рае 


сходится, то Пи ф(и) существует и 
75 


Па. 195% (#) —105$(') = 


у в ЕЕ у у (0 в 
м Феть 3 м Маро тЕИ 

Перестановка порядка суммирования в правой части (а) приводит 
к равенству [10Ъ]. Двойной ряд в правой части [10%] сходится при 
любых комплексных значениях "|-и, кроме целых отрицательных и 
т *=0, а так как функция Г (я) определены для любых значений ® 
[если п— целое отрицательное число, то $(”)==0, при достаточно 
большом * и, следовательно, Г (п) == 0], то равенства (10) и [10%] мо- 
тут служить определением функции {я -|-т)"” для любых комплексных 
значений я иг, кроме п-|-7=0 и хех, при которых г-{-п целое от- 
рицательное число. Значения в--у==0 и некоторые из значений гит, 
для которых в-|-г целое отрицательное число, соответотвуют устра- 
нимым особым точкам фуниции (я -|- г)", См. об этом подробнее в пря- 
мочании [2] к сочинению «Способ уверяться ...ь па стр. 235—237 
наст, тома. 


5} Хотя рассуждения Лобачевского при выволе этого равенства 


весьма нестрогие, однако с помощью соответотвующих оценок их 
можно обоснозаль без большого труда. 


1 Вели (а, в) = [2-°20" 42, то ивтегрирование по частям 
(Неа>0, Вен > 0} дает 


7 (а, п) = 


р 
[2 
ат +1 де 
не =” 


7, "--1). 
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С другой стороны, 


ЭР (а, в) _ 


9 аку, 1; 


следовательно, 


откуда 


Но 0() не зависит от а, втём как С! (в) == п=* при действительном а, 
то равенство (12) справедливо при комплексном а. 

Лобачевский, повидимому, считал необоснованной, в случае, вели 
а— комплекенов число, подетановку д =20# в интеграле (11), приво- 
дящую к (12), так как путем интегрирования в (12) при этом отано- 
вится не положительная вещественная полуось, & некоторый луз 
в правой полуплоскости, 


[] Несмотря на внешнюю нестрогость, рассуждения Лобачевеного 
при выводе равенств (19) правильные, Действительно, 
а? 


1 — оо9а соз"а = 1 (: ы рая 


за? в? 
1 со" во (1 эн...) = 
. 


(1 — вовт а в ааа 
тов сова -- То с вова [1—5 


тек как 


(1 — 0087 2)? 


Зов совм а == — (1 — с08"а) — 5 


Ввиду лого, что 
зи @— 008" а 
= Ю 


отсюда следует, что 


. 1 — 208 па ©06' & 
Ша 
в>о в 


== Люб она, 


Это последнее равенство проще, впрочем, получить, пользуясь обычным 
правилом раскрытия неопределевиостей. 

Что касается предельного перехода под знаком интеграла. приво- 
дащего от [188] к (19), то очевидно, что, благодаря наличию в [183] 
под знаком интеграла множителя 1 —с0овах, этот интеграл сходится 
равномерно не только в окрсотности точки в==0, но даже при 
п>— 2-е, где $ — любов положительнов число. 
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1] Предельный переход от [286] к [280] Лобачевеким ие обоснован. 
Приводим здесь обоснование раненства [286]. 

Ниже (см. примечание {1]} доказывается следующее предпожение. 

Если функция / (=) имеет ограниченную вариацию в интервале (9, #), 
тде й> 0, и интеграл 


{29 р 
= 
: 
сходится, то 
. (ть) бт® 
Е [ога &— о че) =. 


Функция / (=) = (1-52) е`—@* имеет ограничекную вариацию в интер- 
зале (0, ос} и, положив Р(л)= шт, имеем дия второго интеграла 
в правой части [288] 


Т.е УГ 


хиИ—1 
тт 


=2 да Гочные- одре |8 
Ь 


4х = 


Га ев 
ш Го в) ев 
> 


4х. 


Чно касаотся первого интеграла в правой части [288], то 


‚ , 
В=Ут — Ут 25 

{а пурра 42 {а пузесь ЗПР 
; 2у 1 р = 
зы ыы эва ыы 


1. . 
.{ (— да ат? № т ева а, (8) 
$ 2 
где = произвольное положительное число. 
Так как п > — 1, то модуль последнего интеграла в правой части (8) 
может быть сделан сколь угодно малым для всех аначений 6 при с00т- 


вотствующем выборе числа в, & 


а | ое и (ПЕ 
8 


+ 
° 


ах 


и равенство [286], таким образом, обосновано, 


[2] Обоснование прелельного перехода можно построить аналогично 
тому, как это показано в предыдущем примечании. Предварительно 
нужно только следующим образом преобразовать иитеграл в послел- 
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вой части [284]: 
р 


ее и, 


: 


6:2 


„| ее 


вы 5 


ре 


$ 


2: 
фоны Се ый тие в. 


1. 


, 
Ге, 
у ` Е ’ 


где = — произвольное положительное чноло, а 9 (=) — функция, равявя 
нулю в ивтервеле (1—2, 1-|-=) и оовпадающая в (х— 1)" 6-7 вне 
этого интервала, 


| Приводям обоснование следующих далее выкладок, кончая 
равенством (36). Начнем с доказательства основной леммы: 

Лемма. Если В)>0, функция [Г(2} чмеет ограниченную вариацию 
в интервале (0, №) и интеграл 


{ и 4х (а) 


стодится, то 


по а г о)" в. в 


Заметим, что из справедливости (№) для функций {1 (2) и [, (2) сле- 
дует его справедливость для функции #1/, (2) -{ #.Г, (=), где В; и &, — 
постоянные; так как, кроме того, очевидно, что равенство (Ъ) имеет 
место, если 7(2) == 1, то будем очитать, что в интервале (0, #} функ- 
ция Ё(т) действительная, неубывающая и /(-- 0) =0. 

Взяв произвольное положительное &, выберем а так, чтобы 
охаьиР[(а) <: при 0 << а. 

Применяя зэторую теорему о среднем, получим 


о Ро в-ге—9[ о в тде ов <а 
: ‚ 


Следовательно, 


< в 


ро рт а 
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где О — некоторая постоянная, так как 
а ат 
р #|— | Р® 
+ х 
м 


в. силу предположенной сходимости интеграла (а). 
С помощью второй теоремы о среднем имеем также 


ъ в 
и т @ ие+9) 1 рт #-И(ь 5 р & 
: : : 


<с 


тт эт 
ео | 2 ети | 1 а», ©) 
= ат 


тде «<т«< А. Ввиду сходимости интеграла (8), модуль интеграла 
в левой части {с} можно сделать сколь угодно малым, если Т дост- 
точно велико, в так ках число в произвольно, то равенство (5) доказано, 

При тех же условиях относительно функции /(4), если сходится 


интеграл 
+в 
Р(= , 
ба ©) 
з 
аналогичным образом можно доказать, что 


о 

к ло КО оно 269, 6) 
т>-® 3 = 
Есля фунвция Р(57) равномерно ограничена в интервале (0, оо) или, 
соответственно (0, — 00), то равенства (Ъ) и (Ъ’) остаются спранедли- 
вымя и в случае, когда в онрестностя конечного чиела точек интер- 
вла (0, #) функпия (2) имеет ивограниченную варивцию (в частно- 
сти, становится неогрыниченной), лишь бы она была абеолютно инте- 
грирувмой в окрестности етих точек. 

Денствительно, вели «— такая точка, & $— произвольное положи- 

тельное число (0 < «-—8, «4+8 < 1), то 


в ь «+8 
РОО а Гоа [ога = а 
9 ® =—8 


тде Г) —0 в интервеле (и—&, ш-|-8) и [@) =Г( вне этого иятер- 
зала. В силу (а) 


в 
Ци 7-9 са. &= по а, 


72°; 
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& так как модуль второго слагаемого в правой части (4) при лоета- 
точно малом 8 и любом ТГ произвольно мал, то равенство (5) остается 
в силе. Так же обстоит дело и с равенством (Ъ’). 

Пусть теперь функция /(х) имеет ограниченную вариацию в любом 
конечном интервале и абеолютно интегрируема в интервале (— со, со), 
фуниция Р(=) равномерно ограничена в интервале (— со, 09} и иите- 


трал 
о 
= 
сходится. 


Докажем, зто 


орд Рем 
Ш, — и 


> . 
2—0 (7 ьге-но (7. () 


В самом деле, при этих условиях можно выбрать так В и В, ве 
зависящие от Т, чтобы В>Ь В>-—Ёи чюбы 


и у а 


ит ел 


т (о < т д ны <, 


как мало бы ни было 2>>0, и следовательно, интеграл 


Ре а, [9] 


сходится при любом # равномерно относительно Т. 
Но 


в 
[ло п и 


Е 
те [ уу та—*) 


:—ц 


—#8 
+ 

ео ‘Гоекотсую Аа», 
} 
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. 
и в соответствии с (Ъ) и ©, если —И < В, то 


Я и 


вело 


° 
9 Е в ге-ро (7 а», 


Отсюда и из равномерной сходимости питегралв ({} немедленно еле- 
дует (6). 

Нетрудно видеть, что равенство {е) оставтея справедливым при 
наличии конечного числа точек, в окрестности которых функция {(х) 
имеет неограниченную вариацаю (в частности, становится неограничен- 
ной), если только она имеет ограниченную вариацаю в окрестности 
точки #. 

Из равенства (е}, в Зветтости, следует, что 


ще [и Ре и 


если #«а или Ё>В, так как в этом случае функцию [(2) можно 
положить равной нулю в интервалах (—00, &) или (В, оо). 

Предположим топерь, что функция $(2} интегрируема в любом 
конечном интервале, обозначим 


(=) 


то 


Ра [9 4 
5 
я допустим, что функции [(<) и Е(х) удовлетворяют условиям, ого- 
зоренным при выводе (9). 


"Тогда 
бы новьо «4 ое 
—л 9 


так как условии, наложенные на функции 7 (1) и $(т), делают воз- 
мозжным изменение порядкь интегрирования. 

Если считать, что /() =20 в интервале {(— со, 0) и (#, 05), то при 
<: < на зоновании (2) получам 


даа. = |. поунно-- ая иван | а» 


в>=— 


= (+ -— 0) 7-01 {то-Рса вх, 
. 


т. в. формулу (38) Лобачевокого. 
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Если {=0, то, полагая /(х) ==0 при {< 0, приходим к формуле 
Лобачевокого (36). 
Боли же {< 0 (мля > 1), 10, пользуясь (8), нейдем, что 
эь 


[а [порево 


2 ® 
или 


[3 
[&[говаюьно 


ири #0 (или # < —#). Этим обоснована формула Лобаяевского (35}- 
Жоли интеграл 


| гедеве-- хе 
ъ 
сходится равномерно относительно г во всяком конечном интервале, 
то наряду с формулой (33) справедлива и формуль [338], & танже 
формулы (35) п (36) при № -= о. 
Из приведепных рассуждений нетрудно видеть. что все выведен- 
вые выше формулы остаются в силе, когдь интеграл 


расходится, но существует главное значение 


© 


т 
ш { Ре аё— | То -РС® 


ть» х 


Запись формул Лобачевским этот случай предусматривает. 

Формулы (28) п (29) получаются, вели положить (в обозначениях 
Побвчевекого) {(2) == тета, о (2) те" -1, => 1, причем при # > —1 
легко убедиться в выполнении всех отоворенных выше условий. 

Заметим, наконец, следующее. 

Еоли функция Ф(2) становитея неограниченной в точках 
(С.В <О<Ь<Ь<ЬХ...),  б-В-0>0 и воли 


главным значением интеграла, 


навываль величину 


З1 Вл. 2525, М. П. Лобалеений, т. У. 
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где Г,— главное значение интограла 


ЗЕ 
^ 2 

{ оо 
Зы 
7 ? 


то при некоторых дополнительных условиях, которые мы здесь при- 
водить не будем, можно доказать, что формула (е) останется справед- 
ливой, если под значениями интегралов понимать главные вначения 
» указанном смысле. 


{1] Формула (45) лишена смысле, так как внутренний интеграл 
в ее правой части расходится и не имеет даже главного значения; 
тем не менее формула (46) справедлива (ом. примечание [1], всли 
в правой ее части подразумеваль главное значение соответствующего 
интеграла, как это следует из формулы (е) примечания [1] и из равен- 
ства (5} (ем. также примечание [']). 


[2 Далее в оригинале в результахе нелосмотра') следует текст, 
почти дословно повторяющийся после равенства [46а]. Приводим этот 
текст полностью: 

«Например, для / (<) = 1, сделав в Г наперед интегрирование в отно- 
пении к 2, получим 


© , 
| 4ве 1 2те-® [= 2те-® 
9, (@-4+-гУ- 1)” инету @-- 17", 
как было найдено выше (28), 
Поставя Г (2) =", получим 


НЫ М. МбЫ 


который интеграл лерехолит в интеграл (23), когла адевь делвем 


у 
[яв 


== Ав? в» . 


[®] В современных обозначениях и если положить а 1, равея- 
ство [46а] примет вид; 
аи в № 
271 & ыы . 
емо — оз | ЭМ 
5 


в-езоо 


1) Это сочинение Лобачевский динтовал, будучи слепым. 
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В этом равенстве содержится преобразование, полученное формальво 
из нары травеформаций Лапласа 


о а» 
в [а аа, оу 
: 


эра (&} 


6-4 


(#-- П-кретным ивтегрированием второй формулы, что даст 


а 


в | 

1 О А — $)" 

эт { а (6 —8) 2+7 (+). 
ово з 


Нодставив сюда $()) из первой формулы (8), получим 


со 
1 


а со * 
- 1(,. 
= { а [ в ее (ое ®) 
7 авео $ 8 


и, положив а" (2) == [(2), приходим к формуле [468]. 
Однежо формула [468] являегся более общей, чем (Ъ), тек как 
в равенстве (5) » — целое положительное число или нуль. 


[#] При вычислении предела, приводящего к правой части (47), 
Удобно воопользовальсн тождеством 


к ей 


и асимптотической формулой 


ат И =” 


Равенетво (47) получается из иредыдущего при помощи предельного 
перехода при "200 и замены @—1, 8—1 соответетненно через 
аи в. 

[р Тах как 


Ю-ь- 29) 8” = 
=(е-6- тб) ю--е--и—2ды" т" зьа-нь т) "т, 


ея" а”, 
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то 
а 
1 Уст 29" 
4—0 
Вт т 
=@-рьно У Юн — 29" — 
ва 1) . 
Усе: ЕТ ыь-ыд и" 
+0 1 
= @-Рь-нь р, (@--)-- 
в т=— 
ео Ур Е рее ®—29 5" — 
| 
9+1 эф 
3 № ре Б-р бя—20ы- 
если учесть также, что (—1)" 1 ==00 и ш"" 41 0, 


Лобечевский, повидимому, пропустил под знаком суммы в третьей 
строчке равенств 1498] множитель $ в числителе. 
Далее замена { на {|-1 двег 


Ус ране" '- 
—. гв 
и я Ред ы”- Т.@а—ь) 
т 
и 
р 
тв Уи! аи веди", 
= 
вое пора ь- и 29—95 
#=6 


и, следовательно, 
Тина (а) = (@--5 | тб) Г, а + 9) — Г (а—5)} 25 (и-- 1) 6, (а— 5). 


Таким образом, действительно из тождества Г, (а} — 0 следует тожле- 
етво Ги.: (@==0. 


Прилощение 


ИОТОРИКО-БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 0 СОЧИНЕНИЙ 
«ЗНАЧЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ОПРЕДЕЛЕИНЫХ ЕНТЕГРАЛОВ» 


Последнее сочинение Н, И. Лобачевского по математическому ана- 
диву «Значение некоторых определенных интегралов» было напечатано 
в «Ученых записках Кваенского университета» зв 1852 год, в книжке ГУ 
на страницах 1--84. Две ее части, озаглавленные «Статья Т» и «Ста- 
лья Ц», следуют подряд (статья Т— на стр, 1—26, статья П-_ на стр. 
27—34) и имеют общую нумерацию формул; в то же время каждая 
из них снабжена заглавием сочинения и фамилией автора 1), Это 
производит странное впечатление. Возможно, что сначала преднолага- 
лось поместить эти статьи в разных книжках «Ученых авлисок» 
и зто Лобачевский сдал в редакцию свое сочинение в два приема, 
но их оказалось возможным напечатать вместе, 

Журнал с сочинением Лобачевского вышел в 1853 году. В том же 
году это сочинение вышло отдельным оттиском с надписью ив обложке: 
«Значение некоторых определенных интегралов. Сочинение Николая 
“Лобачевекозо, заслуженного профессора императорского Казаяского уни- 
верситета»; в конце 84-й страницы оттиска указано: ‹«Перепечатано 
из 4-й книжки Ученых записок за 1852 год». 

Сочинение на русском языке ни разу не переизлавалось. 

В 1855 году в «Архиве Эрмана» (АтоБЯу иг уЧазеласва Неве Киоде 
Уор ВозШвиа, Берлин, том 14, стр. 282-212) был опубликован пере- 
вод этого сочинении нё немепкий язык под авглавием: «ПеЪег 4еп 
Мег обышег Безвышийев Гмедтае. Мась Чет Визавоеп ов Негхи 
Тофвбвовезэ Ц, РгоЁ. оллегИ. ви Казап». 

Теког настоящего излвния воспроизвохит текст оригинала; исклю- 
чено только несколько строк, но ошибке напечатанных дважды (ем. 
прамечение [!*} на стр. 322); порядок лополнительной нумерации формул, 
исправления ошибок и опечаток, & также изменения обоаначений тот 
же, что и в сочинениях Лобачевокого по уеории рялов?), 

1) Фотографля стр. |1 помещена перед етр. 275 наст. тома; зыглавие второй 
статьи (стр. 27 оригинального издания) имеет точно такой же вид, 

2} Сы. стр. 263 и 264 наст, тома. 
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ВЕРОЯТНОСТЬ СРЕДНИХ РЕЗУЛЬТАТОВ, 
ПОЛУЧЕННЫХ ИЗ ПОВТОРНЫХ НАВЛЮДЕНИЙ 


Вводная статья: 
Обаор сочинония «Веронтноеть средцих результатов, полученных 
из повторных наблюдений», уе еее ... 
Н. И. Лобачевский — «Вероятность средних результатов, 
полученных из повторных наблюдений» Перевод с фран- 
цузскоее А. Н. Хованеноев „еее. 


Примечания ..... .... 


Приложение: 
Иеторико-библиографические свеления о сочинении «Нероатноеть 
орелних ровультатов, полученных из повторвых наблюдений» 


0530Р СОЧИНЕНИЯ 
«ВИРОЯТНОСТЬ СРЕДНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ, 
ПОЛУЧЕННЫХ 33 ПОВГОРНЫХ НАБЛЮДЕНИЙ» 


Статья Лобачевского «Вероятность средних результатов, полученных 
ие повторимх паблюдений», напечатаниая в 1842 году на французском 
языке в журнале Крелля, является переработкой статей (параграфов) 
164—165 ого «Новых начал геометрии с полной теорией парал- 
лельных» !), В некоторых частях французский текст статья является 
простым переводом руссхого текста «Новых начал», Некоторые чието 
технияеские выкледки текста «Новых начал» в журнальной статье 
сокращены или опущены, но зато в ней добавлены сопоставление 
полученных результатов е результатами Лапласа и применения к вы- 
числению определенных интегралов, 

В современной терминологии исследование Лобазенского посвящено 
нахождению закона распределения суммы, или среднего арифметиче- 
ского » вавимно независимых и одинаково распределенных случайных 
величин. Лобачевский ограничивается двумя специальными задачами 
этого рода. Первая из ретаемых им аадач заключается в нахождении 
распределения суммы 


иы..- А 
гле м взаимно независимы и каждое из них принимает только целые 
значения #, эвключенные в пределах 


Ша 


“, 


1 
5. Очевидно, что сумма в, способна. 
2-1 дно, Умма +, 
принимать только пелые значения т, заключенные в пределах 


с олинаковой вероятностью 


аи, 


и задача состоит в нахождении соответствующих вероятностей 
6. (т) 
(За и’ 


Т.Н наст, издавия, отр. 397—408. 


2, (т) — 
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где 0,(т) обозначает «число шансов» получить в, =. Вместо обыч- 
вой в современных исследованиях формулы «композиции» рвспреде- 
лений 


реьа (8) = Хр, (вр, (т— в) 
'Лобечевский пользуется формулой 


Сул (=) =х С, (п} 0, (#—), 


которая позволяет последовательно вычислять С, (+) при "= 2, 3, 4,..., 
отправляясь от 
1 при |®|=а, 


в | О при {#| >. 


Вторая задача, рассмотренная Лобачевским, заключается в нахо- 
ждении распределения среднего арифметического 


терь... 


тде каждая из взаимно независимых величин 8; распределена равно- 
мерно на отрезке [-—-1; -- 1]. В настоящее время такая задача реша- 
лась бы на основе формулы композиции для плотностей вероятности, 
"Лобачевский получает ве решение предельным переходом при 


в— 0, 


т 
х 


те 
из решения первой задачи. 

Наиболее авмочательным является то, что Лобачевский совершенно 
влемонтарными методами находит для чисел С,(т} в первой задаче 
и вероятностей 

Ре) = РН = 


во второй задаче явные формулы, которые в современных обозначе- 
ниях имеют вид!) 


6, (в) = > #7 1 ати 
тат 
94 < аи 


@) 


Р, (= (ит 9А, {2) 
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В заключительной части статьи Лобачевский пользуется формулой 
Лаплась 


.{ а (255) = 
Суд | совтш| ВР) ды 


, 8) 
$ 
и получает для Р,(52) интегральное выражение 
= 


Руа | Ве 


о 


а. (3) 


Сопоставление (4} и (2) приводит к выражению в виде конечной суммы 
‘интеграла, стоящего в правой части равенства (4). Попутно Побачев- 
ский получает еще формулу 

Ю вт =)" ы _ 
(зовбеко ( Е ) 4 У сад 6) 
$ 


(#— 112" = 
Е 
9<.< 7 


где знак перед ух можно выбрать по проиаволу. 
Наконец, полагая в (5) г-=1, х==0, Лобачевский получает новое 
доказательство известной формулы 


(6) 


Относительно формулы (5) Лобачевский указывает, что она была 
получена Ланласом, хотя и «несколько обходным путем». Кроме ука- 
заний на сложность рассуждений Лапласа, Лобачевский отмечает, что 
Лаплао интересовался «ооботвенно говоря лишь случаем очень боль- 
цтого числа наблюдений». Лобечевекий, наоборот, подчеркивает суше- 
отвенность получения точных количественных результатов, примени- 
мых уже при ограниченном чиоле слагаемых г. В чвотнооти, для "==10 
он дает таблицу функции Р(2) с интервалом в 0,1 шо х и пятью 
знаками после запятой в значениях функции. 


Обращение к вопросам творит вероятностей в параграфах 164—185 
«Новых начал» и в статье «Вероятность средних результалон» осталось 
незначительным эпизодом в научном творчестве Лобачевского В этой 
побочной для него области матемалики Лобачевский оказалоя вполне 
на уровне лучших специалистов того времени; поставив перед собон 
конкретные и вполне естественные с точки зрения теории ошибок 
задачи, он решил их © исключительной простотой, Найденные им 
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формулы (1) и (2) сохраняют интерес и до настоящего времени, хотя 
для второй иг них мы предпочли бы теперь другой способ ее вывода. 

С методологической отороны интерес представляет отремление 
Лобачевского получить точные количественные результаты, примени- 
мые уже при ограниченном числе слагаемых ”, т. е, © прахтической 
точки зрения при обработье небольшого числа наблюдений, Это свя- 
зано, повидимому, < тем, что результаты, относящиеся к обработке 
наблюдений, Лобачевокий предполагал применить к оценке надежно- 
сти выводов в выошей степени важных !). 

Отметим, наконец, что основная часть отатьй Лобачевского нахо- 
дитея на очень высоком уровне в омысле логической строгости выно- 
дов, Большей ясности, чем это имеется у Лобачевского при предельном 
переходе от первой аздачи о распрелелении сумм в, ко второй задаче 
о расиределении ередних арифметических Ё, в его время требовать 
было невозможно. Слабее в этом отношении заключительная часть 
статьи, где Лобачевский допускает смешение предельных и допредель- 
ных соотношений в стиле чисто эвристических приемов, свойственных 
Лапляоу (ем. примечания 115}, [18], [#1]. 

Трудно сказать, ибн относился Лобачевский к проблематике, свя- 
заяной с предельным переходом при г->00, ноторую он оставляет 
в стороне. Как известно, ее полное исследование вполне строгими 
методами является заслугой русской чебышевской школы. Сравнение 
таблицы функции Ру. (2), составленной Лобачевским, с таблицей нор- 
мального интеграла 


2 _в 
$ —{е 4 
У2= 

показало бы, что ма авмом деле в случае, разобранном Лобачевским 
уже при г==10, нормальное приближение удовлетворяет всем практи- 
ческим потребностям. Но во времена Лапласв и Лобачевского вряд ли 
имелась возможность доказаль 910, не производя расчетов по фор- 
мулам Лобачевского. 


1) См. по этому поводу обзор сочинения «Новые начиля геометрии» во втором 
томе настоящего издания, стр. 145, 


464 м. зобеваВу» рубвЗЫЩЕ Чел тсзнИ, звоу. ва обрела, три ват. 

: 13. 

РтозаВИИе 4ез гезаНа{ тоуепз бгёз ФоБзсгуа 008 
гёре ев. 


(рат Мо Бобойхойокайу, тачбит Фо Тощуений де Ска.) 


Зо шо зов во Гозриовеоа 7%” род торебветцег 12 ргойой дез в Гыколия 
вери... ев, 

1е вое я Маы сабо ей розйй, Чие} (ше вой во гезие Твиге пошьте`х. 

Роволк 4е. Рив ие "“" = 1 роог в 50 6 г”" аз (ще 102 бук че 
трон п Фев пед. Оо а 4 обо пзийато 
и ( о 0 


ок Е ПН 


о ооаййне & ребе 1ь Гоаопон ащбонцие 
ада 
хо био ечь лу, 
: о& е шрре 2 зЫеад & пошеа 13 уйешв ба попуие еобех-розйИ ^. во- 
рай ^ =20, Чат ие 


< киа , 


1ез аииез потабтея т, д 64л0б евйегв розИНЬ, т ет виве{ ов ‘евйвг. розий 
оз веваёЕ Гаг ехешие еб вона 7520, 1, 2, №6 6 ор гобаебы ль 
<овте розн, об овуе 

кт) = 0, 

Ст) = 1, 

3. 5, (-*) = В 

С) = 2в—т41, 

2. (.—-т) = 3а-т1, 
А Гайе дез баеяйора (1), (2) ов ‘тоте 


Сео сыч Вы 
== м В 


Неее аа ть к 


= Св) С. ат) — ЗИ аа даа, 


Пернаи страница оригинального издания сотннспая 
«Вероятность ередних результатов, полученных из повторных наблюдений» 
(184-и стр, 24-Й кышьки журвала Кролля за 182 


Кеть, 889. 
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Перевод с французского А. Н. Хованокого 


Я пользуюсь выражением +“”” [1] для обозначения произведе- 
ния п множителей 


ти—1 (7—2)... ифи-у, 


тде чиело и — целое и положительное, каково бы ни было другое 
число г. Положим, кроме того, 7“*--1 для п=20 и 7”*--0 ка- 
ждый раз, когда показатель я становится отрицалельным. Тогда 
имеем 


„=” о 


== Ре м 


Я рассмотрю теперь алгебраичесвую функцию 


реа 
2. 0, У, о р тира", 


где знак У, распространяетея на все целые положительные числе & 
от ^=-0 до 
тар ж-Нт в} 
2а--1 ы 
и где числа ”, а пелые положительные, а % целое положительное 
или отрицательное. Например, полагая *==0, 1, 2 ит. д. и считая 
т положительным, находим 


{ бт, 
Ст) =1, 
3. С. ([-м=ь 


С, (т) 
| 0 (—*) 
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С помощью уравнений (1), (2) находим [*] 


т, 
Сус У Рраие и 


ое дарил 


—э-—ия 
Г ИТ ОИ 
+У; урл —2юа-+т- 7—1 
| =, (т) -- 0, (а+т--п— 


), А 
— х ря ат ии —2— 5-7 


или, наконец, 
+  быфое ото ато, 
Функция (,(%) обладает еще свойством не менять свое значение 
при замене --т на — т, так что 
5. С, (в) = 0,(—т). 
Уравнения (8) уже подтверждают это свойство дпя г-==0, 1, 2. 
Предположим, что это свойство верно для всех чисел г от г==0 
до данного =. Подставляя ›-|- 1 вместо х и ®-|--1 или — т вместо т 
в ураввение (4), имеем 


Ст = 0,1 (т) Сато — 0, (т —а), 

6... (—-т) = 6. <-т— ПЕС, (а—м) 6, (—-т-—а— = 
=0,.:(—т—1)--0,(т—а) — —0,(т-а- у} 

следовательно, 

‚(т 1) Си (—т— 1)-- 6,1 (т) — С, =). 


Полагая здесь по порядку т==0, 1, 2 ит, д., заключаем, что 
данное утверждение верно для индекса г -Т и для всех пелых 
чисел т, 

При г=2, т-=2а имеем 

6. Си), 
что также верно для всех чисел у; последьее утверждение дока- 
зывается с помощью выражения (2), где А в этом случае не может 
быть больше нуля [5]. 
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При +=2, т=2а--а иа>0 функция 0(,(т) становится 

т. С,(а а) ==0, 
что также верно для ввех пелых положительных чисел 7, и что 
мозкно доказать, расемотрев сперва уравнение (7) для всех индек- 
сов, меньших г. 

В самом деле, уравнение (4) нам дает 

8, С, (га-- а) = 

= 0, (аа) +0, „бана — 0, „ба-а-а—1). 
Но уже было доказано по уравнению (6), что 
С, (га) =ь 0, .ба— а) =1, 
а так как мы только что предположили, что 
С, ба-я)=0, 
то уравнение (8) нам дает сначала ддя а =1 
Са =0. 
Если предположить затем, что 
С, (а а--а)=0, 0, (бала я—1=0, 
то из того же уравнения (8) получим: 
С, (тан а) = С, (та--а—1). 
Подставляя сюда «==1, затем х-=2, $ ит. д, мы докажем пра- 
вильность уравнения (7) для всех чисел а. 

Определим теперь вероятность ошибок в средних результатах. 
Предположим, что в каком-нибудь наблюдении все ошибки равно 
возможны и являются целыми числами, заключенными между а 
и —а. Сочетая между собой наблюдения, число которых есть #, 
мы будем иметь в сумме ошибку т, которая не может выйти за 
пределы --”а, —ха. Это число сочетаний есть та же функция 
от ги т, которую мы обозивчили выше через 0, (т), В самом деле, 
это выражение уже удовлетворяет условию обращаться в нуль вея- 
кий раз, когда т превышает га; затем оно равно единице ири 
т =та и, наконец, оно обладает свойством не менять свое значе- 
ние при замене --- т на — т (см. уравнения (5), {6), (7)). Остается 
лишь расемотреть случай т положительных и меньших 7а, 

При х==1 число сочетаний равно единице, что также является 
значением (,(), как видно из одного из уравнений (3), Для всех 
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других чисел г необходимо и достаточно, чтобы функция С,,: (т) 
была суммой всех значений произведения 


С, (р). С:(т—Р) 


от р-=т—а до р-т--а. Но так как С; (т —р)-=1, то необхо- 
димо, чтобы 


Ск (т) = Х 6.) 
внутри тех же пределов для р, что также проверяется и доказы- 


ввется путем подстановки сюда выражения (2) для 0,(р). Таким 
образом, мы получим 


(1 й 1 
Сул (т) УУ:- @— 2 а-р-иф-—", 


17 


где двойное суммирование распространяется на все значения р и), 


отр=т— в до р==т-а и от А =0 до 


тар 1 
За--1 


Произведя суммирование по р, мы имеем 


ФА 
сит ю- даре", 


где следует положить р=-т--а и определить постоянную А так, 
чтобы 0,,:{т) обращалось в нуль для р==ж— а — 1. Следовалельно, 


— 1+ * - 
4-е ателье, 
где А меняется в пределах от Х=0 до 


та т-а 
— ат › 


иди, заменив ^ на Х—1, получим 


за--т--"— 


где 2 меняется в пределах от А =0 до 


(рат 
За--1 у 


= 
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Таким образом, значение С,,:(1) равно 
сит = И С 


+У Е, ит арии, 
= 


причем пределы суммирования по / одинажовы в обеих суммах, 
т.е. А0и 


—еьа-рю- 1 
= ба 1 . 


Соединив эти две суммы в одну, получим 


2 =^ 
(-те+у =” 
У а ва маие 
что действительно является выражением 0(,,: (7), как мы его дали 
выше (уравнение (2)), и в котором, как было доказано, можно по- 
ставить —% вместо -|- # и обозначить тем самым величину числа 
сочетаний, могущих произвести ошибку т, 


С, (т) У; риа ^ 2 а—т-н—ФА— 1", 


п 
причем суммирование ведется от ^=0 до 
кт, 
5 ар! 
Соединив все значения (С,(т} от т-=1 до данного числа т, 

находим ° 

+= 

Уст-А УЕ = т {(@ 22) а— шк”. 

Е А 


Постоянная А определяется тем условием, чтобы левая часть 
этого равенства обращалась зв нуль при м0. Сдедовательно, 


э. -УЕУ За" 


отТА=-0 до 


за-НЕ 
ат ° 


Умнозив на 2 уравнение (9) и прибавив к этому произведению 
6,(0), мы получим полное число сочетаний, приводящих к тому, 


22 дак, 229, Н. И. Лобачевекьй, г. У. 
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зтобы ошибка т оставалась внутри границ -- т, —т. Это число 
будет 


я 
10. Ус, ж®) = 


еее авг + 


рии ви-и А 07, 


где А под знаком я возрастает от ^=0 до тех пор, пока в произ- 
ведениях не будет больще положительных множителей. 

Ясно, что чиедю сочетаний, которые производят все возможные 
ошибки, должно равняться (2а-|- 1)”. Неббходимо, следовательно, 
чтобы И 


2а-- 1 — 
т а (ау) 
у ееднк ати" аи А“ 


Обозначив через Р, (т) [8] вероятность того, что ошибка т сред- 
него результата 7 наблюдений должна быть заключена в грапицах 
т, —т, имеем, очевидно, 

+в 


1 
В, (т) — вер уе (=). 


Сочетав это уравнение с уравнениями (10), {11), разделив пред- 
варительно два последние на (2а-- 1)` и полагая затем 


имеем 


Ро 


во-2. УЕ В [(>* „} (5, те ,), 


где Р,(х) представляет вероятность того, что ошибка среднего 
результата, полученного из г наблюдений, не выходит из границ 
--=, —я, когда наибольшая ошибка каждого наблюдения не вы- 
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ходит за пределы -|-1 и —1. Соединение двух последних уравне- 
ний дает для этой вероятности 


1 „>. 
Р,.®=1 уе У зе ву, 


тде сумма распространяется на все целые \, начиная с д ==0, для 
которых г—и#—2А положительно [3]. 
Взяв, например, ’=10, имеем [19] 


для 0,8 =1=1 
390 625 
аа 
Рав, 


для 0,6 == =0,8 


— 3 
Род -на 18065 ‚ @— 52) 


20 
9516 =) гало › 


для 04555 0,6 


390625 ю (#—52)9_ (8—5) 
Ро (2) = 1— 15 4 — + втадо 40820 —› 


для 0,2 == = 0,4 


390 625 1 (4—5) (3—52)0 , (2—5) 
Ро 1 — еле @ 9" Твааб 0390 15120 
для 05 5=0,2 
Рь(®) = 
890625 ОШ ао (3—6), (обе (бае, 
12516 Г 181440 46320 15 120 8540 


Вычисляя с точностью до пятого десятичного знака, имеем [1]: 


Ошибка {Вероятность 


10 100000 
0,9 1.00000 
0,8 1.00000 
от 0,99997 * 
05 о, 
05 | 099506 
04 | 097310* 
03 0.89007 * 
0,2 | 0.72200 
ол 0,41097 + 
00 5,0000 


Можно, следовательно, держать 18 против 7, что при наблюдении, 
повторенном десять раз, ошибка среднего числа не превзойдет 


2 
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одной пятой наибольшей ошибки, которвя может быть допущена 
в отдельном наблюдении [1]. 

„Латлае в своей «Аналитической теории вероятностей» зани- 
маотея, собственно товоря, лишь случаем очень большого числа 
наблюдений. Путем чрезвычайно сложных рассуждений и по- 
отоянно пользуясь определенными интегралями, он пришел к выра- 
жениям, которые вполне совпадают с только что приведенными 
здесь. Число сочетаний, в которых сумма ошибок ееть т, & чиело 
мовторений есть г, можно выразить вледующим определенным 


интегралом 


я ‚ 


С, (т) до 608 ть 


1 


9 


Разделив этот интеграл на (24-1), т. е. на полное чиело соче- 
таний, имеем [1 


1 до с08 т 
т А тета 


Ы 


для вероятности того, что сумма ошибок равна т. Теперь вероят- 
ность того, чтобы эта сумма была внутри пределов |- ти —т, 
должна быть [1%] 

: 1 7 
дов то | (1 +3) ы 


В) а ть 


Положив т ==тах, затем а==с0 и обозначив а ==2, имеем {1] 


12. ых бт) = п 6 ( =: . 
18. Бо сова т "= . 


Но мы нашли для 0,(т) выражение (2), которое в случае а=09 
позволяет нам установить, то интеграл в уравнении (12) равен [2*] 


14. Гео] УЕ еды = 7, 


пех 
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Сумма здесь распространяется на все значения \>0, дия 
которых величина, стоящая под показателем 7—1, положительна ["], 
причем знак перед х можно выбрать произвольно. Лиллас также 
приписывает это значение определенному интегралу, но приходит 
к этому несколько обходвым путем [18]. 

Выражение, которое мы нашли для Р,(2}, служит также для 
вычисления двойного интеграла (13), откуда мы заключаем, про- 
изведя интегрирование по х, что [1] 


ша 
15. 2 ва 6 (5) —_ 
т Е 2 


$ 


5% 
1 хх 
1 снг У ев, 


причем сумма раепространяется иа все значения \ от ^-=0, для 
которых 7— 2—2 положительно|], число х положительно, 
меньше или равно единице, а х есть делое положительное 
число. Уравнения (14), (15) лолжны быть зерны п при у=1, 
причем оба они согласным образом приводят к известному инте- 
тралу[] 


© 
шо 1 
=" 2 


и доставляют, таким образом, новое доказательство этого ра- 


венетва. 


ПРИМЕЧАНИЯ 


[] В «Новых наявлах» Лобачевский называет такое выражение 
уступом, в число п — показателем уступа !). 


Г] Здесь и далее Лобачевский откавывастоя от употреблянтегося 
4 
им в «Новых началах» обовначения р/4= 


471 


[] В журнале Крелля опечатка, отсутствующая в «Новых нача- 
лех»: 
ха —т--1 
2а--1 
та +т®--1 
Зет 


Легко заметить, что член © А равен нулю и мог бы быть 


поэтому отброшен. 


[ В первой строке этой формулы в журнале Крелля вместо х”* 


ошибочно зоставлено ("-—1)"”*. Этой онечалки нет в «Новых наче- 


=» 


лах», где Лобачевский вместо употреблял  обовначение х”®. 


3=* 
Кроме того, в журнале Крелля вместо (,_,(в--т-4-1) ошибочно 
напечатано (,_,(а-|-т). Эта опечатка имелась и в «Новых начвлах». 


6] Подробный вывод этого равенства находится в «Новых нача 
лат» 1). 


{8] У Лобачевского здесь, как и в «Новых началах», пропущено 
слагаемое —\ в кзадратных скобках. Эта ошибка повторяется и 
дельше в формуле для С,,; (1) и в соединении обеих сумм в одну. 


{1 В журнале Крелля при второй кввлрелной скобке формулы (11) 
имеется лишний множитель у, отсутствующий в «Новых началах». 


[8] В «Новых началах» Лобачевский обозначает вероятность 
буквой В. ` 


1) Сы. * П наст. лодании, отр. 398. 
3) Там же, отр. 399—400. 
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[8] Вунвальный перевод этого места гласит: «на все значения А, 
вплоть до степеней отрицательных чисел». 


[8] В подлиннике во всох нижеследующих неравенствах для х 
указан лишь нижний предел, а в последнем неравенстве указан лишь 
верхний предел: < 0,2. Ках и в «Новых началах», мы везде уточ- 
нили эти нерввенства, Индекс 7 в выражениях для Р, (1) при г==10 
мы заменили индексом 10, как это сделал сам Лобачевский в «Новых 
началах». 


[2] В четырех местах, отмеченных нами звездочкой, числовые зна- 
чения Рь(2) уквзаны у Лобачевского не вполне точно. Мы везде 
приводим правильные значения Р;. (5). 


18 18 
18 
г 187 25 6,72, 
З «Новых началах» Лобзченовий дает более грубое приближение: 
И 
тора. 


[8] Лашлае приходат к этому интегралу нутем следующих сообра- 
жений (мы пользуемся обозначениями Лобачевского}. 

Пусть ошибки для кеждого из г наблюдений могут быть с одина- 
ковой вероятностью некоторыми из чисел — а, —@-|-1, 0,1, ‚а. 
Всего, таким образом, имеется 20 -|-1 возможных значений для каждой 


ошибки, и вероятность того, что она примет данное значение, равна, 

1 
Зал 
а часло нвблюдений * есть козффициент при #1 в разложении выре- 
жения 


. Тогда число сочетаний, в которых сумма ошибок веть т, 


94 —|- е- 6-0... ет ие... ему 
в ряд по пелым отепеням ©“. 
Но 


е-а-в-в-0ы--... Реыуем-,.. ем 


ся вы 1 (ее — том) (ем — 1) 
—= 6-04 - 


ея —1 ея (ея—п 
еб — с 0+1) ада о-в 
2—2 совы ` 
в 29-Е 
08 ав — с08 (@-- 1) 2 
1— 0085 


® 
в^ 
9 5 
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Поетому наше разложение имеет вид 


, 
ее < 
= У С. (&) созй. 
. © К=о 
21- 


Но коэффициенты этого тригонометрического фядь определяются 
соотношением 


х у 


. 1 
ма (2+5) = 
2 
совив| ОР | д, 
эт 
2 


С, (т) 


а 


у 
что и нвляетон интегралом, применяющимея Лапласом. 


Р9 Формула верна, конечно, только в качестве аеимлтотической 
при @-> со. 


[8] Лобачевский здесь слишком рано полагает а ==09. В формуле 
(12) при а==00 обе стороны обращаются в пуль. 
Положив т==тах, имеем: 


+. 


э1, (. +5) С: . 


1 08 (пах2) 
ве ту ©) бара —® 4. 
вп > 
у 2 
Обозначив аш -=1, получим: 
Ра , 
1 1 вов (7х2) 
С.) 42 
аи” жа |; 1)" 
у" [за 
Ё эт’ (: -2) 
2 
вов (иг) п = а 
Е ЕЙ 
. (+ р т 27а вии 58 
При помощи этого соотношения можно показаль, ‚что в случае 
">! 
С, (т) 


ое. ва ау 


равномерно относительно т, находящегося, как было с самого начала 
предположено, в пределах 


— 7 << т. 


сов 4722) ("тв 


5 
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Таков точный смысл, который надо приписать формуле (12) для 
того, чтобы из нее можно было вывести, что при "> 1 


ат 2)? 
г. 
2 
Отсюда естественно заключить, что во второй задаче с непрерывно 


и равномерно нё отрезке [—1, --1] распределенными слагаемыми 8, 
имеет место формула 


р, р бег (98 =) 42, 


которая после замены порядка интегрирования, не вызывающей с0- 
мнений при г > 1, превращается в формулу Лобачевского (13). 


о 
Би р.) | вов (2) ( 
а пу у 


[8] Формула (2) вместе с уточненной, в еоответетвии с предыдущим 
примечанием, формулой (12) дает: 


= 


оз (72%) [в =) 42 = 


Ю 


ео орет" = 
__1А р" > ША] 71 
Бы Уре" ое -| |. 


вые 


откуда уже легко получается формула (14). 

В журнале Крелля в (14) опечатка: вместо 2” поставлено 2"`!. 
Знак —= перед х поставлен Лобачевским потому, что в левую чветь г 
входит под знаком косинуса, и позтому обе чаети равенства являются 
четными функциями 5. 


[1] В подлиняике здесь пропушено несколько слов. Напечатвно 
только: «№е мвпе чш ехргние 161 ]в вошшое, ае гаррогбалф & 1ющ4е8 
1ез ущецие Чел, фазаи'аих Чпавывй зов Гехровалё #— 1», что ие имеет 


ясного смысла. 


08) См, Ба Р1асе— «ГЬбоме апа]уйаче дез ргоЪе Ив», восопае 
юп, Рамв, 1814, отр. 157—169. 


[8] См. формулу для Р, (1) на стр. 389 наст. тома. 


[0] В подлиннике: «от Х —®0 до степеней отричательных чисел». 
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[1} Положив в (14) г==1, получим [так как празая часть при х==1 
равна С, (и) == при любом 2 


В самом деле, как известно, 


= 
при |=|<1, 


ыы | 
й р р при [#|==1, 


[О пря || > 1. 


Соглавно опраделению у Лобачевского |2| «1, так как [т | < [га |. 
Но, как было уже указано в примечаниях [15] и [18], вывод формулы 
(14) для олучая г==1 вотрезает некоторые затруднения. На свмом 
деле оказывается, что она верна в случае г=1 лишь при || < 1, 
Остается неясным, кавим образом Лобачевекий получает интеграл 


из формулы (15). 
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журнале Крелля «Лоптпа #6г 41е теше ип апсезап4е Мабнетаык» 
в 24 томе под номером 13 на отр. 164—170, Название работы Лоба- 
зевского: «РгоБаНЬ6 ев тбзш ав тшоувиз Ыгёз Ф’оБзегуаН она гёрбьбеа». 

После заглавия стоит (в скобках} фамилия автора: «Раг Мг. Роба 
(зсйешаку, тосфеиг @е Ратуует8 6 Че Салад», 

Эта работа в дальнейшем не переиздавалась и на русском явыке 
появляется вцервые (в переводе А. Н. Хованокого). 

Сочинение «Вероятность средних результалов» является переработан- 
жым переводом ст. 164—165 его сочинения «Новые нвлала геометрии». 

Статьи 164—165 «Новых начал» были напочатаны в Г книжке «Уче- 
ных замисок Казанского университета» за 3838 год, а сочинение 
«Вероятность средних результатов» вышло в свет только в 184% году. 
Такой разрыв объясняется тем, что сочинение пролежало в редакции 
журнала Крелля более трех лет: Лобачевский отправил его для поме- 
щения в журнале почти одновременно с соответствующим текстом 
«Новых начал». В издании «Обозрение преполаваний в императорском 
Казанском университете» ?) помещена «Краткая историческая записка 
о состоянии Казанского университета за 1837/38 и`1838/30 академичо- 
ский год», в которой между прочим говорится: 

«Орбинарный профессор Лобачевский напечатал в ученых записках 
Казанского университета новые начала геометрии, решение прямо- 
линейных треугольников *} и решение прямоугольных сферических тре- 
угольников, отправил для помещения в журнале, издаваемом г. Крел- 
лем, статью: биг 1а ргораЪИб 4ез тезиЦейа тоувпя, Игёз 4ез офзегуа- 
опа тбрё вез», 

Шесть опечаток, имевшихоя в соответствующем тексте «Новых 
нелал», исправлены в теноте французокой статьи, но гало добавлены 


1) Казань, 1830, приложение. Цитируемый тевот воспроизведен в сборнике 
Л.Б. Модзалевского «Материьлы для биографии Н. И. Лобачевского», изд. 
АН ОСОБ, М, — Л. 1948, на стр. 402—403 (документ № 481). 

2) Гльва «Решения ирямочинейных треугольников» сочинения «Новые начала 
геометрии» и содержит ст, 164—165, составившие содержание сочинения «Веронт- 
ность средних результатов наблюдопий». 
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пять новых. Если учееть при этом, что французский текст сокращен 
по сравнению с текотом «Новых начьл», то следует признать, зто Крел- 
левсвий журнал, очитавшийоя тогда одним из лучших математических 
журналов, не уступал по числу допускавшихоя опечаток казанским 
«Ученым запискам». Эта замена одних опечаток другими лишний раз 
доказывает, что их не следует отавить в вину самому Лобачевскому: 
очевидно, что в рукописи перевода большинство опечалов «Ученых 
записок» было исправлено. 

Насколько нам известно, печатных отаывов на отатью «Вероятность 
вредних результёлов> не было. Только Биеревс де Хван в своих извест- 
ных таблицах определенных интегралов!) указывает, что два из них 
. ль з/—1 
=) р ит ем 


ры 
илов) 


{помещенные в таблице 202 род номерами 6 и 7) иавлечены из работы 
Лобвчевекого «РгофаФИИ...? (это— формулы 15 и 14 Лобачев- 
ского) *). Недавно появилась статья В. В. Гыеденко «О работах 
Н. И. Лобачевского по теории вероятностей» *), посвященная этому 
сочинению. 

Рукописи Лобачевского, как и почти всех его сочинений, но сохра- 
иилось, В геометрическом кабинете Казанского университетв, сохрани- 
лось несколько отдельных листов с черновыми зацисями Лобачевского. 
На одном из них, написанном, очевидно, на части бланка универси- 
тетокого диплома, имеются записи карандашом -— вычисления вероят- 
нозтей В, (#), вошедшие в от. 165 «Новых начал геометрии» и в работу 
«Вероятность средних результалов». Снимок этого листкь помещен 
в настоящем томе. 

В настоящем издании сочинение Лобачевского сопровождается при- 
мечаниями, составленными А. Н. Колмогоровым (примечания {14}, [1}, 
[8], [21] и частично [4}, [']) и А. Н. Хованскам (остальные). 


1) в1егеиз 4е Нвап — Та оз арёёдтайез Ч6РНцез. УсевапаеНаеев дог Ковйа- 
Бью АКадецие тдш \ебопяопаррея (Апийегати, Пе] 1, 1858, стр. ХКХТ 4-57. 
2) Во втором иитограле можно взять любой из двух знаков. 
2) «Неторико-матемвлическио хсследоваия», вып, И, Тостехиздьт, М.—П.. 
1949, стр. 199-188, 
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'Заппои Н. И. Лобачевокого, относящнося в вычиоленияйе вероятноетей, помещенным в сочинопиях «Новыо лачала гоомотрии» 
и "Веролтность сродиих редультатот, позученных из повторных наблюдений». (Написано каравлатом, очевидно, пл чаоти бяка 
упиверситетского дпилома, Хранителя в геометрическом набипете Казанского унивороитета.) 
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УСЛОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ДВИЖЕНИЯ 
И ПОЛОЖЕНИЕ ГЛАВНЫХ ОСЕЙ 
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Вводная статьи: 


Основные работы по вопросам кинематики и диньмики твердого 
тела, предшествовавшие сочинению Лобачевского 351 


Н. И. Лобачевекий — «Условные уравнения для движения 
и положение главных осей в тверлой системе»... .. 357 


Комментьрий еее А 389 


1) Опубликовано в «Ученых записках Московского университета», ч, УПЬ 
фоврыль 1835 г., стр. 169—190, В перечие сочичений Лобачевекого, пометенном 
в ТГ томе настоящего ивдания (етр. 21), в нааванни сочинения допущена ошибка: 
после сдора «осей» стоит нонужное слово «обращения», отсутствующее в нодлин- 
нике. Эть жа опхибка, имеется во многих бизлиотрафических указателях, налример, 
в списке изданий сочинений Н. И. Лобьченекого, приводимом Л. Б. Модвалев- 


схим в сборнике «Материалы для биографии Н. И. Лобачевсяого», изд, АН СССР. 
м.п. 1948. 


ОСНОВНЫЕ РАВОТЫ ПО ВОПРОСАМ ЕИНВМАТИКИ 
П ДИНАМНКИ ТВЕРДОГО ТЕЛА, ПРЕДШЕСТВОВАЕНИВ 
СОЧИНЕНИЮ ЛОБАЧВВСКоГО 


Сочинение Лобачевского «Условные уравнения для движения и 
положение главных осей в твердой системе» содержит оригиналь- 
ные и глубоко залуманные доказательства двух основных положений 
теоретической механики. Первая часть сочинения относится к кинв- 
матике системы точек, расстояния между которыми остаются неив- 
менными при ее движений; здесь выводится основная теорема Эйлера, 
утверждающая, что произвольное бесконечно малое перемещение такой 
системы приводится к бесконечно малому поступательному перемеще- 
нию и к бесконечно малому вращению вокруг мгновенной оси вра- 
щения. Вторая часть сочинения, совершенно независимая от перво\, 
принадлежат к тому разлелу механики, который носит теперь название 
«теометрии масс»; здесь Лобачевский доказыевет существование для 
любой системы материальных точек трех взаимно перпендикулярных 
осей — главных осей тензора инерции данной системы. 

Оба эти положения, лежащие в основе кинематики и динамики 
твердого тела, были установлены в ХУШ в. в работах Даламбера, 
Эйлера и Лагранжа. Лобачевский ссылается нь некоторые из этих 
работ. Поэтому целесообразно представить о них краткую историче- 
скую справку. 


Даламбер 


Сбщие принципы составления уравнений движения любой мате- 
риальной системы под действием каких утодно сил были установлены 
Деламбером в его знаменитом «Трактале по динамике» (1143) 1); через 
несколько лет, отправляясь от весьма актуальной тогда автрономиче- 
ской проблематики, именно от теории прецессии и нутзции земной 
оси в системе ньютоновского тяготения, Даламбер дал чрезвызайго 
важную работу: «О прелварении разноденствий» *). Для истории меха- 


1) БАЛешьег: — Тгыйб 4е Руванане, 1-е мод. 1743; 2-е нех, 1158. Русский 
перевод: Даламбер— Динамика, Гостохиздат, М. — Л. 1950. 

2) АТон Бег — Веснегевев виг № ргбоевуои 908 баш вохев её зиг № има. 
Исп @е Гвхо 4е 14 Того даоз 1е Зую@ше Меча, 1749. 
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ники она существенна тем, что в ней были впервые выведены все 
шесть дифференциальных уравнений движения твердого тель; в три 
уравнения второй группы — уравнения вращения системы вокруг ее 
центра инерции — естественно вошли и величины, эквивалентные момен- 
там и произведениям инерции, в совремепной терминологии, — но © тем 
существенным отличием, что Даламбер относил уравнения движения 
к неподвижным осям, в силу чего все эти величины входили как 
переменные в уравнения вращения. Волроса о свободном вращении 
твердого тела при отоутотвин внешних сил Дзламбер в этой работе 
не расоматривал, поскольку в ней была поставлены и решена задача 
о врамении Земли в звданном поле сил притяжения тела Земли Солнцем 
и Луной; однако впоследствии, в одной работе 1768 г. *), когда вопрос 
о свободном вращении и об осях, вокруг которых такое вращение 
возможно, приобрел существенную важность в динамике твердого тела, 
Доаламбер напоминал и подчеркивал, что его работа о предварении 
равколенствий от 1749 г. «содержит вое принципы, необходимые 
для того, чтобы определить в общем случае законы движения тела 
произвольной формы». Но только в этой работе 1768 г. Далембер 
развил полную теорию главных осей инерции и получил харажте- 
ристическое уравнение третьей степени, корнями которого опреде- 
ляются направления этах осей. 


Эйлер 


Цикл работ Эйлера по механике твердого тела начинается с мему- 
ара 1750 г. «Открытие нового принципа механики» *). Здесь впервые 
двн чисто кинематический анализ задали о вращении тъердого тела 
вокруг неподвижной точки и доказана фукдамеитальная теорема о рас- 
пределении скоростей точек системы: оно оказывается таким, как если 
бы система вращалесь в данный момент вокруг некоторой оси, про- 
холящей через неподвижную точку, — т. в, именно та теорема, которой 
посвящена первая часть мемуара Лобачевского. К проблемам динамики 
твердого тель Эйлер подошел несколько позже, в мемуаре 1760 г. 
«О лвижении произвольного твердого тела, врагцающегося вокруг по- 
движной оси» *), Методическое значение этой работы чрезвычайно велико, 
прежде всего, потому, что здесь Эйлер впервые перешел к осям, неиз- 
1) Б'А1етьегь — Несвегевев зиг 103 ахсз 40 гобабой @б’ив сотрз де Наше 
дтесопчие, 4 л’е5ё авпий рег амоное Готов зосбегайЧее (Орчве, МаЁнета., т. }\, 
1768, стр. 1—1), 

2) Г. Батег— Обеопуефе Фив поцтези ретефе 4е Мёсалйие, Н86. Зеза. 4е 
ВегНа, 1750, стр. 185—217; особенно стр. 198—205. 

3) Г. Бо1 ег — Пи шоитешеоё ар сотрз воНае чаесопаце, 1огаадт?И фогое 
ао Фип ахе торе. Нач. Асад. йе Вст, 1760, стр. 176—227; особенно 
етр. 212 
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менно связанным с твердым телом, в силу чего те величины, которые 
в уравнениях Деламборь являлноь переменными, теперь превратились 
в постоянные. Здесь же в полном объеме рассмотрен и вопрос о вво- 
бодных осях вращения!) и доказана теорема: «Какова бы ви была 
форма тела, можно всегда указать в нем такую ось, проходящую через 
певтр тяжести, вокруг которой тело может вращаться свободно и непре- 
рывным движением»; волед га этим Эйлер выводит то кубическое 
уравнение, от которого зависит определекие осей свободного враще“ 
ния *). Наконец, еще через пять лет Эйлер опубликовал знаменитый 
трактат: «Теория движения твердых или жестких тел»), в нотором 
кинематика и динамика знердого лела прелотавлены, я основном, в том 
самом виде, в котором они излагаются и по настоящее время. 


Пагралене 


Аналитическая моханика Лагранжа *) в каждом из ве разделов 
прелставляет собой гармоническов сочетание всех результатов, полу- 
зенных в прелыдущем развитпи науки, с новыми, порою грандногвными 
конценциями ев автора. Это относитея и к обеим питересующим нас 
здесь задачам кинематики неизменяемой системы и геометрии масс. 
Первая из них трактуется в двух разделах «Аналитической механики» : 
«Свойства равновесия по отношению к врашательному дважению» 5) 
и «О равновесни твердого тела конечной величины и любой формы, 
все точки воторого находятея пох действием любых сил» *). Таким 
образом, оба эти вывода соподчиневы задачам статики: Лагранж ищет 
здесь те выражения виртуальных перемещений жесткой системы, ното- 
рые, в сочетании с основным началом статики, могут обеспечить равио- 
весие системы ири тех или иных распределениях действующих сил. 
Тем не мешее оба эти вывода иредотавляют независимый и вылаю- 

1) Вирочем, самое открытие этих осей принадлежит не Даламберу, ив Эйлеру 
в И, Сегнеру (1764—1777), изобретателю «Сегяерова колеса», обративтиему вниманле 
на их значение в 1755 г. (ТоБ. Зевшег — Вресфиев Твеопае ТигЬ шит). 

*) Вопрос о приоритете Даламбера или Эйлера здесь все эко остается довольно 
спорным, так шак Лаламбер в работе, опубликованной уже в 1781 г., дал вонер- 
аюпно корректную ‘формулировну условий, необходимых и достаточных для того, 
чтобы даниаи ось могла быть обыю свободного вращения (Р"А1отЪегЕ-— Би 
ппонхелейё Фиш согрё Це Неее длейсоваие апниб раг 4ез Гогсоз диейсовацез. Оризс. 
Мань, ©. [, 1761, стр. 4— ИВ). Одавно позный анализ всей проблемы выцолнен 
Двламбором только в работе 1769 г., отмеченной выше. 

21. На1ег—‘Гиеога Моя Согропир зоМаогциа зе@ гйелдогото. Ночтоск, 1765, 

4) 7. Ракгапсе — Месатано ЛашуМаме, таль 1187 и 1813. Русский перевод 
ЖЖ, Лагранрк — Амзлитическая механика, пор, нод ред, Л, Г. Лойцянского и 
А. И. Пурьь, 2-в изд, т, 11, Гостехнадат, М.-Л, 1950, 

5) (м. русский перепод, т, №, стр, 12—88. 

2) Там же, стр. 297—283. 


23 зак. 2423. Н, И. Лобачевокиб. -. У 
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щийся интерес. Лобачевский з своей работе исходит от второго лагран- 
жева доказатольства, но придает ему существелно ббльнтую общиость 
и полноту. Действительно, Лагранж рассматривал «большое количество 
расположениых друг за другом точек» неизменяемой системы и 060- 
зналал их координаты через 
т, у, 2; 
хат, у Чи, 245 
а-- 24 -|- аж, уз ау - Фу, =--24г-- 4%; 


Таким образом, символу 4 придается злесь аначение бесконечно 
малого приращения координаты; но в то же время Лагранж приме- 
ияет к нему и схемы ночисления конечных разностей, именно фор- 
мулу Ньютона 

=, = (а-- ай. 

Расстояния между всеми точками рассматриваемой совокупности 
должны быть неизменными при движении; обозначая соответотвующие 
приращения координат через &=, 8у, 52 и учитывая очевидную здесь 
коммутативность операторов Я и 8, Лагранж приходит к «условяым 
уравнениям» для приращений 82, $у, 82: 

4482 -- дру -|- 424  =+0, 
Фев | Руди Фев, | в) 
аз 0х | уу -| 42438: = 0. 


Все эти уравнения заключены в одной общей формуле 1) 
9" 4" 8х -- @”у 47 у - а" "82 =0 (1) 
или 


8 Кате | (ат | (272 ©) 


Для того зтобы вывести те значения 8х, 8у, 52 в фушкции от 
х, у, 2, которые могли бы удовлетворять условным уравнениям (2) при 
любом и, Лагранж применяет слелующее рассуждение. Символ 4, 
говорит он, можно понимать теперь в смысле дифференциала коорди- 
наты; примем одну из коорликат, например х, за независимую иеремен- 
ную *); тогда все дифференциалы от д порядка выше порвого обратятся 
внуль; уравнения (1) и (2) Мудут заключать только по два члена; ето- 
рое и третье уравнения группы (1) поеле определсних 4? бу на второго, 
его диффереицирования (т. в. применения операхора 4} и подстапорки 


1) Сы. соску *) на предыдущей етрашице, стр. 217 п 229 1 тома русского пе- 


ревода. 
2) По старинной терминологии это вырмшмается словами «примем 42 постони- 


вым», . 
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з третье уравнение, приводят к основной формуле 1) 
4——_==0. Е) 
у (3) 


После двух интегрирований эта формула двет: 
4: = аду Ват, 
гдеаи В4=-— две произвольные постоянные. 
Подставляя выражение 4? 82 во второе уравнение группы (1) и снова 
дважды интегрируя, найдем 
аау = —в4: - ав, 
где |4т ость третья пролавольная постоянная. 


Нодетановкой обоих полученных вырзжений в первое уравнение 
этой же группы получим 


43 = 142 — ту. 
'Интегрируя еще раз и обознеяая через а, &, с три новые произ- 
вольные постоянные, найдем окончательно: 
дева — чу, 
Зе — аз, (4) 
82 


|- су -® Вх. 


В этих формулах и содержится теорема о перемещениях жесткой 
системы, данная в 1750 г. Эйлером. От вывода их, предложенного 
Лагранжем, остается впечатлоние иекоторой искусственности, именно 
потому, что, трактуя символы 4 как дифференциалы, Лагранж, как 
Уже отмечено, применяет к ним и правила исчпеления конечных раа- 
ноотай. Несомненно, это обстоятельство имевт в виду Лобачевский, 
начиная свое исследование следуннцими словами: 

«Лагранж в Аналитической Моханике выводит условные уравне- 
ния *), которые первый дал Эйлер, для движения сплошного тверлого 
тела, полагая бесконечно малые расстоянин вещественных точек постоян- 
ными и принимая, для простоты решения, тоже постоянным лиффе- 
ренциал одной из трех перпендикулярных друг к другу координат, 
которыми определяется положение точки в тело» *). 


В разделе «Аналитической механики», озаглавленном «Свойства 
неподвижных осен вращения свободпого тель любой формы» *) 


т) ЖЖ, Лагранж — Анедитическая мехавика, изд. 2-е, Гостехиодат, М. — Л., 
1950, т. Т, етр. 228, 

2) То-всть уравнения (4). 

3) Стр. 357 наст, тома. 

4) См. спосну 1), стр, 357—360 книгя Лагранжа, 


23* 
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Лвграни двет тоорию осей овободного вращения. Для современного чита- 
теля, привыкшего к изложению динамики тверлого тела в эйлеровых 
осях, неизменно связанных с телом, и к конструкции эллипсонда инер- 
ция по Пуаноо Е) вывод Лагранжа представляется необычайно олож- 
ным. В общем, Лагранж довольно близко следует за равсуждениями 
Далембера в упомянутом выше мемуаре 1768 г. Здесь, нрежде всего, 
составляются выражения проекций вектора момента количеств движе- 
ишя твердого тела на неподвижные ‹«лвлемберовыь оси; в случае 
равенства нулю моментов дейетвующих сил, указанные проекции 
постоянны. Но входящие в вик выражения моментов и проваведений 
инерции тела цо отношению в неподвижным осям (или плоекостим) — 
переменные. Задача состоит н определении положения осп, вокруг 
которой тело могло бы вращаться с постоянной угловой скоростью; 
Лаграчж привимает за неизвестные отношения двух направляющих 
косинусов этой оси к третьему, и, иовлючан олпо из этих отношений 
из тех трех уравнений, к которым в данном случае приволятся три 
уравнения моментов, получает для другого отношения косипусов куби- 
ческое уралнение; исследование этого уравнения и дает полное реше- 
ние задачи о свободных осях. 

Лобалевский был, повидимому, первым математиком, обратившим 
внимание на то, что такой метод определопия осей свободного праще- 
пия, подчиняет задачу, связанную только с распределением масс дан- 
ного тела, сложному динамическому анализу. «Между тем, — говорит 
он, —-гсометрическое свойство этих осей может быть доказано без 
помощи Мехащики и цаже Диффоренциального Исчиоления» *). 

Таким образом, предвосхищая метод Пузисо, Лобачевский откры- 
вает здесь новую главу теоретической механики, ту именно, которая 
получила название «геометрии масс», В этом — историчееков значение 
второй части сочинения Лобачевского. 

Детальный анализ этого сочинения дац в комментарии *). 


1) Ро! пзо5— Тнеопе возтеИо 4е 1а товНоп Чен еогра, 1852, 
2} Стр. 365 наст. тома, 


3) Стр. 389-378 наст. тома. 


 УЧЕНЫЯ 
’ ЗАЩШСКИ 


ИМПЕРАТОРСКАГО 


МОСКОВСКАГО УНИВЕРСИТЕТА. 


ГОДЪ ВТОРОЙ, 


ЧАСТЬ ВОСЬМАЯ, 


—=—— 
МОСЕВА. 

Въ УнивеврситеТСКОЙ ТИПОГРАЗТИ, 
1835, 


Титульшый лиет 8-Й части «Ученых ланиеок Москопекого университета», 
в воторой было напочалато сочин ‘словныю уравнения ля депиения 
и положение славных осой в твердой системо». 


К атр. 857. 


УНИВЕРСИТЕТА: 


1835. фивталь, № УШ. 


А. МЕХАНИКА, 


1. Усканыя. урдайтия для движешя, и подо 
ЖЕНИ гАлАЙЫХЬ ОбИЙ Въ ТВЕРДОЙ систима, 


Продбеосора: Лобаливесмаго: 
> Иаграняь в Андлитшической — Мехапикв 
зызоднить. условныя. уравнения, которых первый 
у ‘даль * Эйлерь, для движешя сплолннаго пвердаго 
ибза, полагая безконечно малыя разстояйй ве- 
щественныхь точекь постоянными и приви- 
мая, дя просшоты рыпешя, тоже постови- 
г ``мымъ дифееренщаль одной изь трехь вернен- 
2 дмкудирныхь другь къ другу координать , ко- 
Уч, Зап. Часть УП. 1 


Первая етранииа оригииальвиго издания сочинения 
«Условные уравнения для двишения в положение главпых осей 
в твердой епетеме» 

(169-я стр. 8-Й чаети «Ученых зацисок Зооковекога упинерентета»), 


185 


УШ 
109 


'ЛОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ДВИЖЕНИЯ 
И ПОЛОЖЕНИЕ ГЛАВНЫХ ОСЕЙ 
В ТВЕРДОЙ СИСТЕМЕ 


1 *, 


| „Торанж в Аналитической Механике выводит условные уравне 
ния, которые первый дал Эйлер, для движения силошного твердого 
тела, полагая бесконечно малые расстояния вещественных точек 
постояицими и принимая, для простоты решения, тоже постоянным 
дифференциал одной из трех перпендикулярных друг ‘к другу 
координат, которыми определяется положение точки в теле (Мвея- 
ие авы у9ще, раг Тартаюре. 1811. Т. Г. р. 108}. Можно х тацим 
ураннениям притти, хотя бы чиело вещественных точек в эвердой 
системе было ограничено, а расстояния между пими конечные. 
Назначаем, по выбору произвольному, в каком порядке веще- 
етвенные точки твердой системы должны быть расематриваемы 
одна за другой. В этом порядке называем х, у, г перпендикуляр- 
ные друг к другу координаты одной точки; #', у’, 2'— следующей 
за нею; х”, у", 2’ — третьей; =", у”, 2” четвертой. Пусть по 
известному принятому означенню в вычислении приращений 


5-Е, а" И АЖ-- Аа АЗ, 


—и=Ах, а" — 


так и для других координат у, 2. Раестояния межлу вещеетвь 


ными точками в твердой системе не должны изменяться от двияс- 
ния, а следовательно значение их нвадратов 


и" 
и-Ни У +2, 
"и" "9, 

и ие", 
ии Не", 
ии" +" 


+ Разделение сочинения Лобачевского на чаети Ги П сделано нами, 
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не зависит от времени. Вставляя сюда 

я ==-- Аа, 

а -- №, 

д х-|-3 а Аи Ав, 
подобным образом и для других координат у, 2, выражая к тому 
знаком 8 впереди то изменение бесконечяо малое, которое проис- 
ходит в движении, должны почитать 
(Аа аура) 0, 
ЗА —- АР |. (Му -- Азур (Аг -- №2) == 0, 
8 [(2 Аж -|- 41а) (лу -- мые м-А 0%, 
З[(Ае-- 2 Аве -- Ао) 4 (Ау 2 АЗу АЗ (м ВА ма 50, 
З[(2 Ах 343 | Ак | (Ау -- ЗАВ | 49) (2 Аа Зее | Аз) 50, 
З[(Ах-- ЗА | АЗ | (В Ау 4-5 42у | Алу) (342-8422 482] 0, 


[Второе и третье с помошию первого из этих уравнений дают два 


таких: 
8 (д Аз -|- Ау Ву 1 а АЗ) ==0, 


8 (ов | Ау 4) 50, 
|которыми пользуясь, находим из трех остальных 
3 (Ах Ах Ау ду 42412) 0, 
8 (Ас дар | Ау АЗу 1 432 32) 0, 
(АЗ АЗуй | АЗ) 0; 


идя той же дорогой, можно бы доказать вообще дая целых чисел 


л, т, что 


(Анд Ата | Ату Ату | Ане Ат) 0. @ 
„Лагранж замечает, что условие для движения твердого тела выра- 
жастся дифференциальным уравнением 

дева" 1 Фу лбу -- @°2 18а =50, 


или иначе 
(ие -- Фи 4 фл) = 0, 

и где, следовательно, как это показывает уравнение (1), квадраты 

дифференциалов от координат могут быть заменены произведением 

двух приращений какого угодно порядка. 


* В оригинале начало этой формулы отибочно нацечатано тек: 


3 (Аз -- 43): +... 
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Берем еще тожественные уравнения 
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(447) | 8477) 8 (Ак) ] 

Дал ПА Ах АЗ ы 
3(47) | а() — а(Аа А) 

АЕ Ая дева =, [а] * 
3(4") , 3(й) ВА) _ 

Азы Аа Ас Ая 


1" |Осповываяеь на уравнениях (1), заключаем отсюда, что 


аду Аа) (м-р 4) З(ВуаЗи 42492) 
1? т А? АА " 
О Е РА 
дал АВ АА , 
5 (и =) ‚(М 4) „8 (Ауди -- даа) 
АЯ убиии— Ме АЗ , 


которым уравнениям можем дать еще такой вид: 


у у [& Зи Аду ) 4 Азы А) 
{ Ах А} Аа А+ А Ах 45 Ах , 
Ау Ау) ГАЗ,  АЗВУУ ГАЗА АЗ) ГАЗВЕ Аза р 
А М) Ме Ме] П ( 42 М] М Ма ы @ 
{ Аз, Ау 43 би Ау 432 _ 42 [А 52 Аза о 
14% Ах Ах Ах Ау 3; 48% Ах } 
„з |Умножая первое из этих уравнений на А2х и разделяя на Ах -[ Ах, 
получим 
Аг А82 
ЕЕ 0 (8) 


Подобным образом, умножая второе из уравнений (2) на Ау и 
разделяя на Ал -|- 432, находим 


му МА мы 
р . 
А А 4 Аж ' 4, АЗ А Ах 


@) 


Иа последнего в уравнениях (2) берем первый член 


(= 5) (5 ви) — 
Ая 152 Ав 
Ада ту — Зе лу) (разу АМ) 
Аа АЗ 
Ака — дна) — (АА Ма) 


Аз АЗ 


* Номера формул е литерами сделаны нами дия удобетая ссылок в комментарии. 
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Положив здесь для краткости 
ХА деи, ХА МЕ А, На] 
продолжаем вычиеление так: 
Азу и) Ау _ Абу 
дала [АУ Ау — 1 
Аа А (= (5 Аа 
[ХА "АА гла 89 ААВ | * 
[а (ха и) ха а [хан Жан 
_ Е Ау 
(ха) (5) 
ЭТ, 4% АЗ 528 му 
оз | х| ди. а (ха и а миа [ха О 
АИ ААУ 


Потом 


49 Ау Ау Абу 
х- 229, Е Аз | 
++ ахах {в А А А: + 


А 
*. . 
Ах Ах ПАБ. 


Ау д.А ЗУ Ау 48 

= бега . Е 
ХА И м рАХ.(Х раку а (5 де} + 
ый Ау 
АХ. А АНА, 


Али са (хаб) | аа. а (ха) 


А А АИ АЗ] | 

Ах) а а А ] | 
: 

ах [А 8. 9% Ам. Е м. 
тббивит 


(х- 


* В оригивало в отой формуле вместо И п 2 напечатано соответственно 
“ му Ах И Вар 


Ау „ и 
ти аз ° 


Н. И. ЛОБАЧЕВСКИЙ —«УСЛОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ДВИЖЕНИЯ» 361 


Заметим, что 


Ау _ м, м 
(аа ны, вЫ 
Ау м а 4=\, Ау 
вт. (+= | 43% Ах (. т А, о] 
423 №, А) зА8у 42 \ Ау 
А (+= т А) Ад 1 (. | А А» 


в |НПоеле чего 


ААУ дз ААРЗИ  дь У 
Азы" ит га то ит 


р А АУ, дз АВУ 
21 | Аж) Ар ще 


(: Аа (4 Аи и) 


Аж) \ Ах А Ах Аз 
45) 4=\ „и ЗА, [А Ау АЗ 
- А-а Г т т Вт А 


А ЛА А 


дела Ады Ад 
А» Ак ду Ау Ау АЗу 
(: Разд 43% [( д" А к, Аз ° А т ь 


Соединив всё вместе, получим 


Ау ду) [498 Абу) _ 
ваза (9 Аи 
дата (= г. = Аа 


а „дз А АУ хх ах) хх хх (ве +4) 


у Ау А+ 
Ц. а )[се--аю (ах х ха) 


А» А 
аки) | 


ат Аи. аа эх’ах (+ } А | | 


Г Ах Ах 
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Поставивши сюда 2 вместо у и окладывая, находим, основываясь 
на уравнениях (2), (3), (4) 


Ау Ау 42 452 
279, дз } А? . А 
ы (+ д да НА ^ х 


Вт 


№4» 
ж|ж(х+ая) хх. м хм (аа |. Я 


Здесь 
хх, хх 
ХА дя ам, 
2 м_ Хх ХМ 
а, РА дар ид АХ’ 
следовательно, 


ха) хак т | 4%) 
хх, Хм хх Хм 
[а да мг Лем № | 
== А (Ал | Аза) (А - № —— (43% -- Аа — да (Аа 2 Ала Ав] 
==Аж. (Ар 41) (Аз -- 2 Аа 4) (Ав — Аа — 34). 


Так как 
Ау А8у 
У 2 
А Ах’ А Ах 


из | содержат в знаменателях произведение 
да (Ат А (к 2 АЗь 84), 


то необходимо 


=0. (4)* 


Ау 48 
2 8 э^У дз + 4242. 
(4:— №х Ава) (в а А кт А 5, А? т 


А2 че 


Пусть для краткости 


Ау 
АИ, д» 
А 


Находим 
во [ом м [Ао Ау) | 
Аа” Аа т вж7 |" А Г Ав] Т 


А А | =) (= А" Ава 
(>. А Глав} А ПАУ Па) * 


* Номер формулы (4) у Побачевокого здесь повторнетеи, 
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или, основыванеь на уравнении (3), 


4" ди Газ", Ау А г [А АР 
вы (а ( гамет ) у (> + 4) (&= т =) 
ду’ [А8у", Абу А2 [№82 Ада 
а (а аа (Но) 
28 ("в №82 | 4” № 
ва 


роста Ут А 
„» | Здесь 
` 
АУ Абу, Ави Ау, м 482, АБ 
да’ да А ТА мм 
Ау _ АЗ 482) [5.48 № Ав 
да ат да РА (1х №) 
Ау Абу 482 
— (= -А АА = 


о Аёх лы 


После чего 


4’ лу (4ы А |, А [А 68 
Р (=> у =) |” Г Ах. +(5= + г во») — 
, , 
Ав ОА А АВ 


_ . 
А Ат” МЫ 


Отсюда следует, что значение Р не переменяется, когда вместо 
координат х, у, 2 ставим ’, у’, 2’, делая то же наоборот. В таком 
случае уравнение (41) должно давать 


(Аа Ме МР (а — 2" а) Р= (м" 2" а") Р; 


следовательно, #Р = х'Р. Если & =а', то не может быть вмеете у’ = у, 
во 2232, а так как означение координат произвольно, | то, принимая 
=,’ неравными, должны почитать Р=0; это значит: 


А82 
ло. 6) 


к АВ вн 


С помощию этого уравнения и дифференцируя уравнение (3), 


находим 
В АА АА, ААУ ра, да 
А Аа НА а Ади Аа ды А 8 д: = 9. 


* Эта формула не обоснована (см, комметарий, стр. 395 наст. тома), 
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48, 5 
Возавляя сюда из уравнений (3), (5) значения А С ‚ А, получим 


А „Абу 
лу 5 Ау 1: А2 Ах Ат 
29. Аа _ 
(+ да Ав Аи А =) д м 0. 
А е-- 


\В этом произведении можем тот или другой производитель пола- 
гать нулем. Если принимаем 


Ау 4 
Я АА. 
А Ал А Ах А Ах 


или, все то же, 


то интегрирование даст 
у = С2-- С’ 0", 

которое уравнение © постоянными (0, С’, С” должно быть спра- 

водливо по крайней мере для четырех точек по порядку; как 

ничто не мешает четвертую точку всякий раз выбирать вне пло- 

скости трех предшествовавших м даже, в случае невозможности 

из остальных, возвращаться и прежним точкам, то остается необхо- 


димое условие, чтобы 


А = ы А т 
 _ 0, 1или иначе А =0. [52] 

д мм д42 

Аз Ах Ая 


Это последнее уравнекис иятегрируя, находим 
Ау Аг. 4—4. В, Ву 2 — вЫ, 


где 86, ва, 84 произвольные постоянные. Вставляя значение Аёу 
в уравнение (3), получим дам — 8 а ‚ интегрирование чего 
дает 
824-288 — 18а, 
тде 80, 88 новые произвольные постоянные. Наконец уравнение (1) 
для п=1, т=1 делается 
Аг А8ж | ду Ау -- авг о, 
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куда поставя значения ву, 82, находим 
А8# — Ду 81—42. 88. 
Интегрируя, получим 


Ву — 2888, 
з |тде 8а новое произвольное постоянное. Таким обралом, условия 
для движения твердой системы будут; 
во -а аа уё1— 283, 
Зу— 86 о8а— 8, 
бад 89 —и8х. 
Для одного обращательного движения они сделаются 
22—28, 
фу=28-— и, 
22—83 — уз. 
Если ози координат вместе главные оси обращения, то 


Утро, Утар Хили, 


тде я — масса вещественной точки, а суммы беротся в отношеции 


хо всем таким точкам системы. Эйлер открыл первый существова- 
ние трох главных или свободных осей обращения и взаимную 
перпсндикулярность их, определяя самос большое и самое мопьшое 
значение момента косности. Лаграною в Аналитической Механике 
приходит к тому же захлючепию, рассматривая свободное движе- 
ние около оси, которой положение само собой сохрашяется. Между 
зи Тем геометрическое свойство этих осей может быть доказано без 
помощи Механики и даже Дифферепииального исчиеления. 


1 


Воображаем чрез начало координат илоскоеть, к которой пер- 


пендикулярная дает &, т, © ноеннусы в 
х, у, =. Расстояние р всякой точки (т, у, 2) от этой плоскости будет 


а -руч-Е 25 


Для двух новых плоскостей, таже проведенных чрез пачало коор- 


углов с осями координат 


в 


динат, различая буквы ударениями, должны пивать 


„ 


23. 


5 а" рут’ -- 2. 


* В оригинальном тексте вместо р’, р” ошибочно напечатано 0’, 47, 
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После чего 


рр РАНА Ию О еб + 


Фи е), 


р = ЕР ия -Ы С уа и -Н”)-- га Е 


Ё 


2-Е’), 


=”. 


Ри’ Ну Е рав Е 9 


аут +7. 


Умножая все три уравнения на т, ставя перед каждым членом 


знак суммы и полагая 


агь | получим 


Упр" 
Уи 
Ут 


0, Утро, Ув 0, 
4, Ут =в, Ути =0, 
а, Утав = Утау 6, 


О АР -Е ВаАТ ОС Рае) Не) + 


Еее ея, 


9 АЕ Ву Саки) Но ® 


3 ея- у), 


О ДИ ВЧ -- Са" О-о + 


Если к тому плоскости, 


Че). 


от которых расстояния точки назвали 


р, р’, р’, все три перпендикулярны друг в другу, то 


Ня =0, у = 0. (7) 


Рени 


0, и: 


Присоединяя сюда еще уравнения 


еее 


сз 


ль 


в ериачинь ® 


получим всего 9 уравнений ($), (7), (8) для определения девяти 
пеизвестных & т, ©, # и проч. Чтобы избегнуть затруднений 
з« в обыкновенном снособе исключения, заменим три уравнения (6) 


новыми 


АХ = АЕ +, 
ХУ Ву асе, {9) 
АС --И рам, 
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ХАЙ рей’ НИ, 
УВ а, | (10) 
МИ == 00 +" ам, 
хде Нери, 
Ху’ Виа” ре", (11) 
К" в О НЫ" Нат", 
тде А, ^', А” произвольные чиела и где 
ХЕ’, УЗО, РУ, 2) 
Ха", У, фу, {13) 
Хе У 2 =. (14) 
1вт | Отеюда, 
р 
Хх РУ 22 (15) 
ХХ УТ’ ВИ =0; 
Х1-|- уз 1, 
2, (16) 


ХИ У 28а. 
Произведение первых из уравнений (9), (10) дает 
. ХХ’ = 
— АЕ ит -- 5 | бе -Е О -- 45 --С®) - Аст НЕ). 

Таким же образом находим ^А’У\”’, ^^'22'; а складывая все три 
уравнения вместе и принимая для краткости 

Ден Ав, тв: И Се 

а’ == --а(В-- С), И=еа (ОА), “= (А-В), 


‹ помощию уравнений (15) и с переменой ударений над буквами, 


получим 
пы ро А Ве О еее | 
ее) 
О АЕ В я-- о рае ба яч (7) 


Че (аи), 
АЗ Вол" СУ а Р-НЕ) 
Еее. } 


Уравнения, подоблые уравнениям {6) и которые приводят к заклю- 


о 


чекию, что если в одном теле 
Ул, Уту В, Ут 0, 
Утуг=а, Ут Уту = 


а 
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в другом 
У = 41 —@, Утрв—, Уи — Се, 
Утур == бора (В--0), Улан а (СА), Утау = ве (А-В), 


то положение трех главных осей в обоих телах одинаково. 


Два поеледние из уравнений {17} можем снова заменить урав- 
нениями 
Хх = АЕ--ея-ЕЫ, ру Все, ьб == ОСЕР а, (18) 
| тде р произвольное число. Сличая уравнения (18} с уравнениями (9) 
и полагая А==ро, получим: 
(АЕ и —«уя- (ео, 
(©'— ев): (В'—Вв)4-|- (а ав) 5 ==0, (19) 
(© — ЕЕ @' — в) я-Е (6'— б56 0. 
Отсюда исключая которые нибудь два чиеле из 6, 1, (, потом отбра- „ 


сывая третье, находим 
{2”—- 4) (В’— 4%) (0—6) —(4^—А5) ("—ш)— (В’— Во) (7-0 
(6 — С (с — 0) -- 2 (а— а) (6—9) (© — 65) =0 {20} 
— уравнение третьей степени и которого по крайней мере один 
корень необходимо действительный. Отыскавши его, потом содер- 
жание друг к другу чисел &, ч, © помощию двух из уравнений (19), 
получим самые числа Ё 4,3, всегда действительные, из первого 
уравнения (8): 


еее = 1. 

Зная № 1, $ определяем содержание друг к другу чисел #, 1’, &, 
соединяя последнее из уравнений (6) с последним из уравнений (7); 
а наконец получим и самые числа | {, 4', ', тоже действительные, 
из уравнений (8). Подобным образом находим и числа ", 1", 5". 

Надобно заметить, что если множитель в уравнении (20} при 
13 будет нуль, то можно принимать о = со, после чего уравнения (19) 
сделаются 

Ао Ио, в. Дино, Иод осно (0 
и предполагалот 
АВС — ФА — В — 0-26 =0, 

В таком слутае уравпения (21) в соединении © первым из уравне* 
ний (8} дают веегда действительные значения чисел $, \, ©. 
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В первой части своего сочинения Лобачевский ставит задачу 
вывести эйлеровы урёвиения', применяя общий ход рассуждений 
Лагранжа, но допуская, что «число неществемных точек в твердой 
оистеме.., ограничено, & расотояния между ними конечные» ®). 

При такой постановке вопроса лагранжев оператор 4 должен уоту- 
пить место оператору конечной рааности 4; обозначая координаты 
последовательных точек черев х, |, 2; 4”, у’, 23", у", =", ..., имеем: 

иа-- м, би а, 
Аи’ == Ав -|- т, д’ ви оАи-- АА, 


Этими и аналогичными равенствами определяются разности первого 
и высших порядков от координат. Наряду с конечпыми разноетями 
вводятся «нмволы 8х, 8у, 8; их нужно понимать как дифференциалы 
координат при их дифференцировании по временя. 

Тек как 

ЗА (д) =" — а" Аб, 
то операторы А и 8 коммутируют; то же самое имеет место для В и 
для разностей высших порядков. 

06% символа А и 8 входят во все формулы Лобачевского; вопоставляя 
их о основными формулами Лагранже, приведеяными во вводной статье), 
мы должны проследить, кйк отражается на них замена символа 4 не А. 

Мы наметим сначала только основные этапы вывода Побачевекого. 
Здесь фундаментальными являются четыре формулы, которые мн обо- 
значим (А), (В), (©) и (р). . 

Первая из них гласит: 


З (Ах, дтш- | Аму . Аму Ана. А (№ 


ири любых целых и положитольных и п т *). 


1) Уравнения (4) на стр. 35 (во водной статье). Н дьльнейшем вое ссылки 
ва стравицы относятся к нвстоящему тому, . 

3) Стр. 357. 

3) Формулы (1), (2) и (3) ва стр. 354—355. 

4) Лобьченского — формула (1) нь стр. 358. 


24 дак, 1089, Н, И. Лобачевевий, т. У, 
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Уравнение (4) имеег фундаментальное аначение в работе Лоба- 
чевокого; оно выражает в наиболее общей форме условие неизменяе- 
мости при движении расстояний между точками твердой системы, 
ваятыми в ограниченном чиоле. 

Очевидно, что основная формула Лагранжа 

31(4°2)* | (@ту)* Е (а) = 0 
является только частным случаем уравнения (А), при замене А на © 
и при условии т=н. 
На следующем этапе анализа Лобачевский нолучаот уравнение: 


Оз. в) 


А. АРА 
Аз Ах 
Это соотношение переходит во вторую формулу лагранжевой группы 
формул), если тольно очитать Ал постоянным и заменить символ А 
лагранжевым 4. 

Далее, после весьма утомительных выклалок Лобачевский при- 
ходит к уравнению 


Ау За А 
Аз АИ, дз в 39 08). н 
де + да == 0% © 
Очевядно, при Ах==с008 мы пришли бы к третьему уравнению 
системы лагранжевой груды при 4х == сопв. 
Мутем весьма замечательного аналиаз уравнений (В) и (С} Лоба- 
чевский приходит *) к последнему основному уравненяю: 


2) 


в методе Лагранжа: оно является разрешающим для метода Лобачев- 
ского; интегрируя его, как уравнение в конечных разностях, затем 
ъпривленая снова уравнения (В) и (А}, Лобачевский получает (в не- 
сколько ипой записи) те эйлеровы выражения для 8х, 8у, 42, которые 
были приведены нами во вводной статье 5); на этом и завершается 
первая, кинематическая, часть исследования Лобачевского. 


1} У Лобачевского — формула (3) на стр. 359. 
2) Формулы (1) во вводной стотье (отр. 354). 
3) У Лобъчювского — формуле (5) ма стр. 363. 
4) У Лобачевского — формула [5} на стр. 364. 
2) Уравнения (4) на стр. 
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Проолециы теперь более детельно зв главными этапами выклалок 
обачевокого и для этого приведем, прежде всего, основные формулы 


того алгоритма, которым он пользуется. 
По самому определению конечных разностей, имеем лля произве- 


дения и лля честного переменных и, 5: 
А (вр) = и 4 он -- Ан. Аь, 

ои и 

—э@е- 5) 


при 530, 5-ю. 
Отсюла, для и Ах, о== Ау, 


Аз. Му. 


35. (Аж №] ®) 
ы точно зак же, при и== 43%, уче Ау, 
Алу Мз. 8 3: 
т $5) 


№: АМ 48) ^ 


Знамоналели дробей в (8) и (№) обозначаются у Лобвлевокого 1) 
через Хи Х’, лак чю 


А 
ХА Му. А», ©) 
дз 
А А? - Ау Ау. АВ. [3] 


Взяв разность от обеих частей (с) и вычитая почленно ({), полузим: 


а [хи ЖАЙ Аш. Ау Ду. А 
Ам] 2. -А8у — Ау. А. (©) 


Для некоторых выводов Лобачевского важно заметить, что в вы- 
ражение второй разности 

д. 

Ах 


зойдет произведение 
да (де де 2 г 46), 
Отметим еше применяемые Лобачевским соотношения: 
А(и д) = Аи ль (и Ам) а 
и, наконец, 
А (и) А бе) и (и Ам) - Ав. Аа Ана -- 88) - (00) -- йо. 
2) Формулы {3а] на стр. 360. 


24* 
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Этими формулами исчерпывается тот аппарал, которым пользуется 
Лобачевский в первой части своей работы. 


Вывод основной формулы, обозначенной выше через (А), проно- 
дится Лобачевским 1) шаг ва швгом, исходя из неизменяемости при 
движении кведратов расстояний между первой и второй, первой и 
третьей, второй и третьей точками и т. д,; этот вывод особых поясне- 
ний не требует; подчеркнем только, что обозначения; 


Дай, АР, АВаЛ и т, п. 


применяются всегда для квадратов соответствующих разностей, 
но никогда как разности от 2’; вти последние у Лобачевского вовсе и 
не встречаются. 

Бесь дальнейший анализ Лобачевского основан на трех «тожде- 
ственных уравнениях» *}, которые все заключены в тождестве: 


ви ‚№? 28 (м). 
ры #7 > о ? 


в, первом из них и — 2, о-- АЁх, во втором и == Ах, р == А8х, я третьем 
= 48, = Аг, 
Но в силу условия неизмепяемости расстояния между точками 
уг), @', у, =) и из уравцения (А) при т-=п==? имеем: 
а (лай Аут А) == 0, 
аа Е Ал) 0. 


Поэтому, например, из лервого зождественного уравнения по вы- 
полнении дифференцирований под анаком $ найдем, обозначая много“ 
точием члены соответственной структуры с 42 и 82: 


Ау аи ‚ Муди 
Ар АР Г М Ах Г’ 


или 


Ах Ар) | Аа Ак изведение с Аг и 82 


А%% _Ву\ 14А?5и — Абу эналогичное про- 
А? 


| о.) ® 


Но в силу формулы (), 


1) На стр. 858. 

2) Формулы [18] ва стр. 859. 
3) Формулы (2) на отр. 359. 
4) Формула [4] нь стр, 361. 
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Пооледний множитель справа появится и в тох членах (+), где у кг 
заменены на ду и на 82; сокращая отот множитель, получим одно из 
основных соотношений, уже отмеченных выше, именно формулу (В). 
Столь же просто производится обработка второго «тождестиенного 
урявневия». Учитывая теперь, что в силу формулы (8) 
Ау Му М, 
Ар Др” С баа Аш. Во. 


Побачевокый приходит к уравнению (4) 1), именно: 


му А мы МЫ 
За тля Дай Ад? 


Существенно сложнее выполняется замечательная обработка третьего 
«тождественного уравяелия»: 
248? Аа? 


28(48з . Ах) 
дя Г д 


АВЕ. Аз 


Эта обработка занимавт у Лобачевского страницы 350-362 наст. 


тома; адесь мы отметим ве основные моменты. Из третьего уравнения 
системы (2) *), учитывая аначения Х и Х’и применяя формулу (9), 
Лобвяевский приходит к уравнению 3): 


1155) — РАЯ АХ) |... 


тде нами для краткости положено 


с, (=) 


45 „АМ АИ А 


дв Е, да да (2) 


й 


и гле многоточием обозначены аналогичные члены ср и 82. 

Выполняя перемножение, получим: 

а) члены, не содержащие Х’, именно: 

ААА (Аи) == 
==Х(Х-- АХ) АЬ. АМ" АХ (Х-РАХ) А(дь. МУ) АХ В, 
6) члены в множителем Х’, именно: 
Аш А (Хм) Аи’ АСК) = 
= (Х-- АХ) (А - 5 Ан’ А) АХ (Ди. о’ 80. ди") 4) 


наБонеп, 
з) член 


Хи Аи. 


1) Сы, отр. 358, 

2) Стр 850. 

3} Стр. 300. 

*) Множитель Х’ опушен. 
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Ау = 82 , 
Но ми пывом ост М А ое Хы или и ое» 


откуда!) 


д (на але) №. ©) 


Аналогичные соотношения имеют место между Аш’ и А», 4%’, Они 
приводят к равеноствам *): 
Аш, Аз" Аи". А = 


Ах Ах , А 
(. + ды а) 4 } [+= 
Аш. ды -|- №. Ам/ = 
А Ах и. Ав А [ Аг я 
(еее вов) Аве А+ [1 --А д] 9-49. 9) 


Подетавляя (в), (1) и (#) в указанные члены а), 6} ив), мы получим: 

2) члены с 4%. №"; коэффициент при них обозначим через К, 

2) члены с А". 4’; их коэффициент обозначим через Ку, 

3) члены с А (4%. 4’); их коэффициент обозначим через К,. 

Но, очевидно, те же самые коэффициенты К, К; и К, получался 
при разложениях тех членов уравнения (8), в которые входят ги & 
вместо у и бу. Повтому, восстанавливая значения $, 5", оии” по (5'), 
придем к уравнению 


А(4». м), 


ке Ай аз | р 


Здесь сумм» при коэффициенте К; равна нулю в силу основного 
уравнения (В); следовательно, равен нулю ин коеффициент при Е, 
как разность этой суммы. Поетому уравнение (1) приводится к виду 


а м м 
к ме | °”. ыы 


Вычисление коэффициента К проведено у Побвчевского на стр. 362. 
В конечном итоге уравнение (ш) принимзет форму: 


№ 480 0,42 АЕ 
Аа — Ат — АЗ) | 8-Й. д? 2. д 
(Аа — 42 эм 1 ] 01). (в) 


5 Формула [46] нв стр. 361. 
2) Формулы [49] и {4е]} ва стр. 361. 


3) Формулв [44] нь отр. 362. 
4) У Лобачевского — формула (4/) на стр. 364 
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После этого Лобачевский проводит довольно еложные выкладки, 
чтобы повалать, что из (1) вытекает ‘уравнение (С), которое и есть 
третье фундаментальное уравнение его исследования, как уже было 
отмечено выше. К сожалению, именно эти страницы в работе Лобе- 
чевского содержат либо пропуск текста, либо искажение в печати, та 
нак, вычиеляя Р!), он приравнивает нулю сумму 

Ау’ Ау" А2’ 48:7 
я д РАЯ 

Между тем, из уравнения (В) *), ча которое ссылается здесь Лобв- 
чевокий, равенотво нулю этого выражения никак не следует; к тому 
же, применяя условие неизменяемости ивадрата расстояния между 
точками (”, $’, 7/) к (2", у", 7), имеем 


(Аа ме 42") 
<ткудь, длифференцируя и деля на Ах”: 


В силу этого, выражение для величины Р, которое Лобачевский 
получает), места не имеет, и утверждение, что выражение 


Ау А, № 
А" д 


Ау 
2 АИ дз 
ит 


симметрично относительно коордимат точек (2, у, 2) и (2', у', ='), не 
доказывается проведенным Лобачевоким рассужлением, Но по счастью, 
в этом и нет необходимости; действительно, коэффициент пря Р 
з уравнении (п), как было указано выше, есть Ах — Ах — Ад; но 

А Ана" а, 


и поэтому при произвольном расположении трех точек (1, у, 2), 
2", у", =) я =”, у", =") этот коэффициент в нупь не обращается. 
В силу этого ив уравнения (п 
ы УР 
(5 —9" рр, 


которое имеет место при любых значениях координат названных точек, 
необхолимо следует, что 
Р=0, 
чем н уетамавлираетоя третье фундаментальное уравнение метода 
„Лобачевского. 
В заключение весьма тонким змализом уразнений {В} и (С) 
Лобачевский приходит м тому уравнению (О), которое мы назвали 


0) Формула [48] на стр. 363. 
2) У Лобалевекого — ураянение (3) ва отр. 359, 
3) Формула МЫ} ня отр. 364. . 
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выше разрешающим в его исследовании; после этого он без труда 
получает эйлеровы выражения 6х, &у, 82 для бееконечно малых пере- 
мещений точек твердой системы. 

Из сказанного нельзя не усмотреть, с каким замечательным искус- 
ством Лобачевский провел всё это доказательство, несмотря нв сущо- 
отвенные осложнения, которые возникли перед ним в силу отказа от 
легранжева допущения о том, что Ах является бесконечно малой 
величиной, которую можно понимать в смысле дифференциала неза- 
висимой переменной, уничтожая тем самым ее разности второго и выо- 
ших порядков. 


Вторая часть носледования Лобачевского имеет своим предметом, 
как уже упомянуто, задачу об определении главных осей тензора 
инерции любой системы материальных точек. Для пояонения приемов, 
которыми пользуется Лобачевский в этом классическом вопросе, 
полесообрьано применить векторные обозначения. Пусть р, р’, р’— 
три взаимно перпендикулярных орта; их проекции на заданные оси 
т, у, 2, иными словами — направляющие косинусы этих ортов, назовем, 
кав у Побачевокого, черев 

ъ ет, И, 9; 
проведем через начало координат три плоскости, перпендикулярные 
к этим ортам; возьмем точку системы с массой м; и с координатами 
3, ув, 24 ее радиус-вектор относительно начала координат назовем 1‘; 
обозначим через р;, р; и 2, расстояния этой точви до плоскостей, 
образуемых соответственно ортами р’и р”; р” ир, ри р’; эти рас- 
стояния вырааятся, очевидно, скалярными произведениями: 


Вт, вет’, рее. 


Положение трех главных плоскостей» Побачевокий определяет 
условиями: 


Хтирри = У иарур, = У тур 
из них, в евяан с ортогональностью трех ортов, и надлежит опреде- 
лить их проенпии; но каждая из сумм типа У п:р0; приводится 
® билинейвой форме проекций тех двух ортов, через которые полу- 
заютоя соответствующие расстояния. Коэффициентами в этих формах 
являютая те величины, которые обозначены у Лобачевского через 
А, В, 0, а, 6, с. Обоаначим эти билинейные формы соответственно через 
Т, Т’и Т". Развернутые их выражения даны Лобачевоким в правых 
частях формул (6)1). 


‘тр. 386) 
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Рассмотрим одну из этих форм, например 7”. Поскольку она били- 
нейнь в проекциях (&, 4, $) и (У, 1, ©), имеем шо теореме Эйлера: 
м МООИ м 

аи = 7”. 
Но по условию о главных плоекостях Т”-=0; следоветельно, 
вектор с проекциями 


ат” от’ а 
2 м = (р) 
ортогонален к орту р’; далее, непосредственным вычиспением убе- 
ждаемся, что 
В т т 
Г 97 * у 
и поскольку Т’=0, 1ю ввеленный выше вектор (р) ортогонален и 
к орту р”; следовательно, его направление совпадает, с точностью 
до знака, с направлением векторного проивведения р’Х р”. 
Проевция вектора (р) обозначены у Лобачевского через АХ, АУ, 2, 
где \ неопределенное вещественное число. Вместо того, чтобы пи- 
сать три скалярных равенства для проекций этого вектора, обозначим 
его через АЕ и напишем в очевидной символике: 
АВА ХЬ) (9) 
Три соответствующие скалярные равенства совпадают с форму- 
лами (9) н (12) текеть Лобачевского !); аналогично найдем: 


э”= ЕК (р”Жр) (2) 
я 
>. == (рхХр), (5) 


ХВ сиелярной записи мы получили эдесь группы формул (10) и 
(18), (11) и (14) исоледования Лобачевского). 

Но векторы В, В', Е”, очевидно, попарно ортогональны; образуя 
их скалярные пролаведения, мы получим снова три билинейные формы, 
которые обозначим через 5, 5’и 5”; по структуре они вполне аньло- 
гичны расомотренным выше формам ФР, Т” и Т”, с заменой коэффи- 
‹циентов д, В, С, а, 6 сё А’, В, С", а", Ы, с", причем 

А’ АНИ, ние --5 (44-6), 
Во, У АВ), 
озетены, инь». 

т) На стр. 366, 367. 

3} Сы. стр. 387. 

„ 


3) Этими выражениями следует эвыенить формулы Лобачевекого лан 1’,..-, С 
ва стр, 387, 
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Условие перпендикулярности векторов В, Е’ Е” приводит к урав- 
невиям (17)'): 


8=8’-= 
Но теперь очевидно, что формы 8 можно подвергнуть такой же обра- 
ботке, как и формы Т; в частности, мы получим 


28 (р хь, « 


где в неопределенный множитель. В скалярной азпием это дает 
три уравнения (18)?); Лобачевский полагает № -— о, и получает, сопо- 
оставляя уравнения (4) и (а’): 


эт 95" 


{8 


Три соответотнующих скалярных уравнения — это уравнения (19)*); 
они линейны и однородны в проекциях Ё, 4, Ё векторь р; приравыи- 
вая нулю их определитель, Лобачевский получает уравяение (20), 
т. ®. то харантеристическое уравнение третьей степени относительно 
параметра ®, которое приводит к решению задачи о главных плоско- 
‚отях системы, 

В современных трактатах теоретической механики сохранились, 
в основном, лишь два метода определения главных осей: метод Эйлера 
определения экетремальных значений моментов инерции и геометри- 
‘ческое построение Пуёнсо. Но за методом Лобалевекого назсегла 
сохранится значение исспедования, в котором эта задачя была пред- 
отавлеца именно как проблема из «геометрии масс», и ее замечатель- 
ное рещение прозедено-с точек зрения, едва намечавшихся в эпоху 
тридцатых годов прошлого столетия. 


1) На стр. 367. 
2) Иь стр. 388. 
$) Н& стр. 388. 
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водросиой ЗАЗВОР® 


РАЗСУЖДЕНЯ, ПРЕДСТАВЛЕННАГО МАГИСТРОМЪ ПОПОВЫМЪ, -- 


подъ вАЗвЛИЕмТ , 


«ОБЪ ИНТЕГРИЮВАНИ УРАВНЕНИЙ  ГИЛРОЛИНАМИКИ: ПРИВЕДЕННЫХЬ КЪ- 
ЯИНЕЙНОМУ ВИДУ, `` : 


> ——_ 


`До сить порь еше емиее ко ызтематичовть занимались. витегрировааваыт уь уров-. 
меб Динамики, которыя пролетают оли лазера звука и зорутить жшбхостать „изм 
зожио по поверхности чсожижаеныхь ддкостей. ВсЁ полобаыя уровфены строился пре- 
зодть кЪ данному вау, чтобь облегчить яитегреровине.  ПрамНиь, коки обуазонь 
зеныя дяеоерлизшныя урожаи второ порада, мобуть ии быть вотегририюыы, 
затоламть У пирюго Фура, жъ его созавеща Тыюце эко Аиие 6 Ь Семи. ЗЗагегрериюе 
ше пишейваго длеоернюалиюго урона, которое предстовллеть расарострашене жука ву 
поолутй , дать перо Пужеонь аъ обашыь ъвдь (рой фе Гесое ромебщание › Т. УИ) м 
в пожать ‚ веогроиминалсь доке предооложешень, чтобы скорости диюжоща то из 
розы пердедикудярщыть ост, были читвыми дифееревидный одвой чув (им № 
пиорофмея Фа повторы асе ев пбеих Доме, Ме. м ГАсодсшй е Н. Онме 
1830; Меоею фе Тоня , Т. Х.). Низеприровиые диочероиаьщвыть уровииы, вотурыя 
зроспалиють золмыйе ва поверынхти весживиной жидрсто, даль зоже первый Пзсоовь, 
35 ооожь содщиим Мывоше вне а Чбосю Фе оофез, 1 № 2 обьые < 13 дастые МИЯ 
Мезокьь де Гьмние, Т. №). Мите рарокищень тЬхъ же грамаенйй завимакя потоиь Бит, 
коорого сочщиеше, ТЫ 42 Ш роробибоо фз ооо & 15 дыбако Чиа ба оз Фот 
кобыщеаг койбыь, убачаюо бо Аколешой иоукь въ Пора в мачо въ Мелье» 
пешоца рат Фета чо, Т. 1, Гао 187. 


Цорвая стравица отзыва И, П, Лобачевского на диссертацию А. Ф. Попова. 


ПОДРОБНЫЙ РАЗБОР РАССУЖДЕНИЯ, 
ИРЕДСТАВЛЕННОГО МАГИСТРОМ ПОПОВЫМ 
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УРАВНЕНИЙ ГИДРОДИНАМИКИ, 
НРИВЕДЕННЫХ К ЛИЙЕЙНОМУ ВИДУ», 
НА СТЕПЕНЬ ДОКТОРА 
МАТЕМАТИКИ Я АСТРОНОМИИ 


«| До сих пор еще немногие из математиков занимались интегри- 
рованием тех уравнений Динамики, которые предотавляют или 
явления звука в упругих жидкостях, или золнение на поверхно- 
сти несжимаемых жидкостей. Все подобные уравнения стараются 
приводить = линейному виду, чтоб облегчить интегрирование. 
Пример, каким образом линейныя дифференциальныя уравнения 
второго [порядка могут вполне быть интегрированы, находим 
у первого Фурье, в его сочинении Тео апа1уЧаае 4е ]а сВа- 
1еих. Интегрирование линейного дифференциального уравнения, 
которое представляет ‘распространение звука в воздухе, дал пер- 
вый Пузссон з оощем виде (Тойгда1 4е Г6еое роудесьи ме, Т. УТ) 
и впоследствии, не ограничиваясь даже предположением, чтобы 
<корости движения по направлению перпендикулярных осей были 
застными дифференциалями одной функции (Зиг 1а ргораваЙоп 
4и топуетепф Чапё 1ез пыШеих ФазИдиез, Мет. 1а & РАсадение, 
1в 11 Оскобте 1830; Мелошев 4е ГЛиэмфай, Т. Х,). Интегрирование 
дифференциальных уравнений, которые представляют волнение на 
поверхности несязимаемой жидкости, дал тоже первый Пуасеон 
в своем сочинении Мётойе зиг 1а бое 4е5 опде, 14 [е 2 Оборге 
её 18 Обоешьге 1815 (Мешойез 4е Газе, Т. 1). Интегрирова- 
нием тех же уравнений занимался потом Коши, которого сочи- 
ление, Тобоме 4е 1 ргораваЧоп Чев опфев & 18 зарасе Фи ЯИнае 
‘резапф 4’апе ргооо4еиг и:4еНие, увенчено было Академией наук 
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» Париже и напечатано в М@потев ргезел46в ра’ @уегв захапв, 
'Г. 1, Рав 1827 *. 

} Во веех этих теориях уравнения для распространения звука 
в упругой средине и для волнения неежимаемой жидкости на. 
поверхности или внутри ничего между собой общего не предета- 
зляли. Это не могло быть иначе, потому что в одном случае 
предполагали жидкость упругой, а в другом совершенно неежи- 
маемой. Между тем упругость принадлежит всем жидкостям без 
исключения, так что самое движение, собственно говоря, без упру- 
гости в них происходить не может. 

Теория волнений и звука представляла еще то невовершенетво, 
зто в ней сообщение движения предполагалось по тому же закону, 
как и распространение давления во время покоя. Навье старался. 
поправить этот недостаток предположением хотя вероятным, но 
за всем тем произвольным. Взгляд Пуассона в теории движения 
жидкостей может назваться совершенио основательным, когда он 
предетавляет себе жидкость рядом упругих тел (Тоотпай 4е Г6еде 
ро1уееьтыцие, Т. ХШ)}*. Так он приходит к общим уравнениям 
Гидродинамики, где явления звука и волнений заключаются как 
заствый случай при различных ограничениях и предположениях. 
'Интегрирования уравнений в этом виде оставалось еще желать. 
Г. Попов выбрал это предметом для ввоего рассуждения. 

Он ограничивается во-первых тем случаем, когда члены с двой- 
ным размером в отношении к скорости движения © делаются 


Приводим библиографические данные сочинений, упоминаемых Лоба- 
зевским: 

Еоцх1 ег Тьбоме апв]убаие 46 1% опейеиг. Рав, 1822, 

Ро! 5зоп—8ш 1а фёоше Фи зоъ. Тоштиа! Че РЁвфе ротупосьйчие, т, УП, 
1808, стр. 319—302. 

Ро1зз0ю — Зиг |в ргорззаыюд Чи шшоиуетене яв 1е= пибенх б}авИчиез. 
Мепошев @е ТлюёНЫ, т. Х, 1881, стр. 549—605. 

Ро! взоп — Мётойе зиг 1в бое 4ез оп4ез. Мёто!гез 4е ГАсаеше гоуше 
4е оз би Че Есапсе, Апрёе 1816, т. 1, 1818, стр. 711—386. 

Своеву— Мелойе з0г 1а ргоразаНор 4е5 опдев & 18 зигое Фапе Ноде 
рёзате Ф’апе ргобоп4енг аёНше. Мётойез ргёзеи{68 раг Ч1уегв зауапа 2 ?Асае- 
иофе гоуае дез вофелсез де Грозы Че Рувиое. Зотов табби ашев еб раузапев 
т, |, 1827, стр. 

* Ро: 5воп — Машойе зи 1е5 банаЦопз вепбемез @иНЬсе её ап Мопче- 
тель 4ез Согрз зоНаев, ЯазМ лев еб фаз На44ез, Лоптоя! 4е ГЁсо!е ройувевяз оне, 
20 сышег, т. ХЫГ 1881, стр. 1—174, 

$ То-есть члены, содержащие квадраты и произведения проекций скоростей, 
а также их проиазодных, 
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нечувствительны — предположение, которое обыкновевно допу- 
«кают в теории звука и волнений. Потом сочинитель приводит 
дифференциальные уравнения к линейному виду, предполагая 
зо время движения изменение плотности весьма малым (ур. 19) * 
Однако ж это предположение надобно разуметь так, что в урав. (10) 
илотнооть р’ принадлежит в равновесни месту, куда частичка 
принесена движением. Далее уравнение (11} заключает в себе 
новое предположение, что давление р’, которое надобно разуметь 
подобно р’, разнится с р в движении для того же меета пропор- 
ционально изменению в плотности 5'3, какое на месте произошло. 
Эта пропорциональность выражается множителем _, тде числу = 
принадлежит определенное значение, как видно из уравнения (7) Ё|. 
Уравнение (11) может быть заменено таким: 


ва РА —Пр’з —е8, 


которое и приведено тут же выше, или еще уравнением 


иши, наконец, за малоетию $ можно принимать 


п—@—1% 


Откуда видно, что предположение сочинителя заключаетея в том, 
что изменения в давлении должны быть пропорциональны изме- 
мениям в плотности, покуда те и другия очень малы; далее, что. 
эта пропорциональноеть может быть различна в завиеимоети новой 
плотности от прежней и новой упругости от прежней плотности. 
Предположение дозволенное и столько же общее, как и принятое 
Пудесоном в содержании * давления к степени от плотности. (Тгай6 
4е Мс. Т. П, р, 641) ®. Если колебания в жидкости чрезвычайно 


* Сы. «Краткое изложение содержании диссертации А. Ф, Попова» (тр. 40— 
411 нвот. тома). Вее формулы, на которые имеются ссылки в отвыве Лобачев- 
ского, приведены в «кратком изложении». 

= Тоесть в отношении, 

© Ро! зв ол — Тгайб 4е Мбовиаие. Зесопае бат, т. И, 1833. Здесь имеетси 


Р 
в виду выводенное Пущссоном уравнение аднабатического прецессв я тде 


— показатель вдизбаты, 
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мапы, то известно, что предположение р=е(р—Н), которое соб- 
ственно принадлежит равновесию, удовлетворяет и явлениям дви- 
жения, а следовательно во веяком другом случае, которыя здесь 
рассматриваются, число » должно весьма мало разниться от еди- 
ницы. На это замечание сам сочинитель намекает в след за урав- 
невием (22). Далее, сравнение того предположения, которое сделал 
здесь сочинитель, с тем, которое принадлежит Пуасеону, ведет 
к заключению, что число д можно принимать за постоянное, как 
опыты показали в подтверждение теории Пуассона. 

С такими предположениями общие уравнения для движения 
(а), (5), (с), (а), (©)Ё} принимают линейный вид дифференциальных 
< поетоянными множителями, каковы (12) и (13). Четыре уравне- 
ния (12) и (13), которыя должны определять движение вполне, 
заменяет сочинитель одним (14), где уже предполагается суще- 
‹твование трех уравнений (5). Таким образом, все решение зави- 
сит от интегрирования одного уравнения (14). Из этого послед- 
него в статье 4, довольствуяеь предноложением Даламберта и 
пренебрегая действием тяжести, сочинитель выводит уравнения, 
обыкповенно принимаемые в теорни звука. Лалее в статье 5, 
предполагая жидкость несжимаемой, сочинитень находит отсюда 
также известные уравнения в теории волн. Итак достоинство 
теории, предположенной сочинителем, уже заключается в том, 
что она обнимает собою до того две раздельные теории. 

Впрочем, для такого перехода от одного случая к другому, 
надобно собственно довольствоваться уравнениями (11), (12) и {14), 
я которых заключается уравнение (13} само собою. Этот переход 
должен быть сделан в предположении восьма малой сжимаемости, 
которой значение, выраженное числом, может быть только прене- 
брежено в конце счета, Действительное понятие о природе жидко- 
отсй делает невозможным и ©8мое движение без способности сжи- 
маться, Для #==0 или сиедуя теории Даламберта*, получим 
вместо сказанных уравнений такие: 


и, © 


* А1ощЬег6 — Ттанё 4е ГециШЬге её Чи шоизешел 408 Нива. 
Рана, 1744. 
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425 1 1423, №, 48 48 а 
[единая | Но бужче—Ю» @9 
ий А лв, 
с: Же а: Шов 8. 


Е 
® 


Но свойству текучих жидкостей * должно почитать как $, так и 
^—1 весьма малыми, а следовательно, движение таких жидкостей 
достаточно предетавят уравнения 


ни 

р=р =“ 
2 ие 428 ‚ 93, 4$ 8 
а | Гаити | Га’ 


и _т1т% №1 №14 
& Же Чу в №. 


Итак, во-первых надобно определить о такую функцию от я, у, 2 
и & чтобы 

29 + 
ре 


Ска 


ть. 9 


После чего полагать * 


м следовательно 


Предположение несжимаемой жидкости превращает уравнение (24) 


в такое: 
Фо 


о а 
+ 


ай 


о. (25) 


которое действительно выражает с0б0ю неизменяемость объема. 
Итак, предполагая это уравнение во всей строгости справедливым 
* То-сеть капельных жидкостей. 


* Если рассматрирать случай потенциального течения, то предаоследияе 
уравневия могут быть перепнойны следующим образом: 


а (у Ев. а кв а 4) х @ 
42 (8 7 ах` ы(®) с 4’ (4 


Отеюча, полигая А == 1, а $ — величиной иостоянвой, находим: 
Ё 
ва 


4” 


35 Зак. 9823. Н. И. Лобачевский, т. х. 
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и относя это условие соботвенно к роду двяжения, из уравнения 
{24), оставаясь верными общей теории, получим 


25 


в= (83). 


{В дополяение к уравнениям (25) и (33) надобно принять урав- 


нение 
4 


Е? 


или, что все равно, на основании уравнения (11) прибавить 


===. 


4 
2’ р’... 
р=Р р & 
Куда поставя ДР вместо р’, плотность несжимаемой жидкости, 
а вместо р’ поставя 092, приходим к уравнению 


8 92—-5. {28} 


Три уравнения (25), (38) и (28) предетавляют собою теорию вол- 
нения несжимаемых жидкостей, как она до сих пор расематрива- 
лась в строгом предположении несзимывемости, и вак она следует 
в виде частного случая из общей теории в предположении соб- 
ственно печувствительного сжатия. 

Вместо того, чтоб итти прямым путем, которым я здесь при- 
хожу к уравнениям (25}, (33) и (28), сочинитель заменяет уравне- 
ние (25) таким 

ре: Фр бр ЧР 
ву? == 
присоединяя сюда уравнение (28), которое должно служить потом 
для определения $. Далее обращает он внимание на то, что выбор 
функции р ограничен как последним уравнением, так и в урав- 
нениях (3), где предполагается р данной функцией для всех х, у 
при начале движения, если я хорошо оттадываю его мысль, кото- 
рая впрочем тут не совсем яено выражена *. Наконец, решение 
будет окончено, когда придем к уравнению 


ие, 9, 9, (29) 


* При решении уравнения Лапласа, которому удовлетворяет давлевие Р, 
нужно считать эту величину заланной на коорпинатной плоскости для любого 
момента временя. 
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начиная с 2 данной функции от 2, у для {=0 и для свободной 
поверхности, для которой р дано в продолжении всего движения. 
Итак, ограничиваясь одною свободной поверхностию и дифферен- 
‹цируя уравнение (29), получим 


(#)-(#)+(2) (2)+ (5) (#). © 


где пренебрегая двумя последними членами за малостию, можем 
почитать 


е)- 


которое уравнение в соединении с уравнением (28) дает дия р’ 
постоянного 


Для переменного р’ дояжно бы написать, как делает сочинитель, 
4’. _@9 
ра гар’ 
где переменная часть в р’может быть впрочем попохлнена в инте- 
хрировании прежних уравнений (25), (28) и (28). Итак, вывод, сде- 
ланный сочинителем, предполагает в уравнении (29) свободную 
поверхпость с сохранением своих материальных частичек в про- ^ 
должении всего движения, Между чем, такое ограничение для 
движения можно расематривать, наоборот, следствием из уравне- 
ний (25), (28) и (28). 

Впрочем Г. сочинитель в иптегрировании общих дифферен- 
ниальных уравнений собетвенно следует указанному мной способу 
для перехода от теории звука к теории волн на поверхности 
жидкостей *, 

Способ интегрирования, которым пользуется сочинитель, со- 
ставлен по образцам, какие мы находим в творениях Фурье и 
Пузессона. 

Уравнение (14), которого интегрирование, с удовлетворением 
особенных условий, должно заключать в себе полную теорию звука 


* Здесь Н. И, Лобачевский, очевидно, имеет в виду сденанвое им устиое, 
указание А. Ф. Попову. 


35 
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и волн, когда сюда ставим 


принимает вид 


2,4 
ав Ра: = 


= : Е 


ря 4% ги 


и может быть удовлетворено предположением 
= ХТ. ва (в — а) 0085 (и—3), (88) 


[хде а, 5, а, В, 1, „— произвольные постоянные, к различному зна- 
чению которых относится знак суммы. Множитель 7 должен епужить 
интегралом уравнению 
ФТ, А ат = 
ати (НТ) +в уЬт-о 


‘и следовательно 


Т= д-р Ва" 
с А, В— произвольными постоянными, с #,, {" — кориями уравнения 
А 
В 


виню аи) -ву=т--0. (89) 


Корням этого уравнения можно всегда дать такой вид: 
бы рфри Ще в—п-4ч4У—1. 


С этим представлением интеграла в общем виде надобно достигнуть 


еще той цели, чтобы в интеграле заключались данные функции при 
начале движения. 


Для волн на поверхности текучей жидкости, при том в беспре- 
дельной массе, достаточно принимать 


9-е "+ сова (д — в) воз 6 (у — В [Асоз (Изя -- 
+ Взш(ИзУРЯ), 49 


хде а, В, ч, 8, 4, В, в, 2=’— произвольные поетоянные. Поеледиее 
постоянное 2’ должно сохранять сумме 2-- 2’ положительное ана- 
чение; иначе, как доказывнет поеледетвие, функция с получает 
неопределенное значение для весьма малого 2* 


* Последнее предложение следует повимать Я том смысле, что ряд (44} рас- 
ходится, когда сумыв 2-2’ имеет отрицательное значение, В этом случае при 
произвольном положительном и члены ряда могут сталь сколь уголпо большими. 

Интересно отметить, что во зремена Лобечевского сумму расходящегося ряда 
называли неопределенной. 


Н. И, ЛОБАЧЕВСКИЙ — «ПОДРОБНЫЙ РАЗБОР» 389 


Вообще в теории волн как воздухообразных, так и текучих 
жидкостей, можно довольствоваться выражением интеграла в таком 
виде: 

Ф= Усова (2 — я) совё (у 8) е-2* {(Ае” -- Ве") сова сов ь (2 — )-- 
|- (дев — Ве-н зреть (2 — РИ, (42) 

где а, $, А, В, а, В, 1, , — произвольные постоянные, р, 4, п-_ числа, 

которых значения даны выше; а знак суммы относитея только 

к положительным а, $, р. 

| Если интеграл (42) для #—0 должен обращаться в данную 

функцию от #, у, 2, то 


АВ Ра, В, *, 
тде ЕР — знак функции, а знак суммы в уравнении (42) представляет 
уже кратный интеграл для а, 8, ти кратную сумму дия а, р 
© постоянным множителем. Крайние значения ©, В, 1 при интегри- 
ровании те самые, между какими крайними значениями х, у, 2 
закдючается масса. 

Далее сочинитель предполагает А = В с тою целию, чтобы для 
1=0 член в фе синусом от в(#— 1) уничтожался. Таким образом, 
в интёграле остается одив произвольная функция. В этом ограни- 
чении не нахожу никакой надобности, потому что в интеграле 
лия полноты можно ввести две произвольные функции, означив 
зторую Г(ш, у, 2} от #, у, 2 и полагая 


д—в 24" [б.р ЕР (а, Ь Е" Фа аа Аа ФАН; 
= ‚ В, О-ЕрЕ(а, В т \р Ан 


Здесь вачало интеграла в отношении к 1 произвольно; но чтоб 
выражение (47) удовлетворяло уравнению (37), надобно располагать 
этой границей и самой функцией /(х, у, 2) так, чтобы А— В с0- 
храняло свое значение для крайних границ 1, где уже как чает- 
ный случай заключается условие /(и, у, 2) рЁ(, у, 2) ==0, кото- 
рое принимает сочинитель [ур. (52)]. 

В случае беспредельной масеы надобно ставить 94а 4$ р вместо 
АаАБАь, знак суммы заменять тройным интегралом с границами 
нуль и оо, 


* В оригинале эта формула по недосмотру имеет вид: 
А+ В= даа ау Аа ВАТ (а, В, 1). 
В самом пехоте диссертации она напечатана правильно (сы, стр. 404 наст, тома). 
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В теорни для волнения всех жидкостей сочинитель справедливо 
довольствуется первыми степенями от зи 1, принимая 


еее, 


зУ: 


> озуйЕити’ 


= ТИРЕ. 


» | При изменениях в самой причине волнения сочинитель пользуется 
законом наложения малых движений. 
В движении жидкости прикосновенной к стенам сосуда пред- 
положение сделано то, без которого обойтись нельзя, что частички 
не оставляют прикосновения *, 


Теперь следует переход к волнению текучих жидкостей, кото- 
рые рассматриваются собственно сжимаемыми, как и должно пони- 
мать в них сообщенное движение. В этой теории сочинитель из 
общего уравнения (37) откидывает член с А и принимает А ==1. 
Уравнение делается 


96 1 [Фе Фо а 
а —® (ны + *) + 9, ©) 
тде сжатие 
‚8. 
Фкорости по направлению коордонат 
_@ „= 
“= ду, а. 


К тому уравнение (28) для свободной поверхности, гле р=0 и 
2==7.. 


1 
2-8). ь 
Уравнению {74} удовлетворяет 
ф= У (Асоз УМ + Ваз У №} в`* сова(# — в) вов (у— В), (77) 
где в, $, а, 8, в— произвольные постоянные, А, В — произвольные 
функции от а, 8, и где 
№7 ф-т. 


* То-есть частицы жидкости прилегают в стенкам. 


а 
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Из значения для ш находим коордонату 2, разумея под 2, ее на- 
зальное значение для #—0, 


2=и— У {АзшЕ УМ. Ион 4)с08 $ (у—3) 
—Уут У”. соза(я-— а) в086(у—8). 


|Для чвотички, приведенной на О езиую поверхность, в этом 
уравнении под знаком суммы, почитая приближенно 2’ ==0, получим 


и=— УЦАвшё УМ — Вог Ева — <) 086 (у) — 


и ленни 


Между тем уравнение (76) дает 4’ для точек на свободной поверх- 
ности 


=’ -тУ {Всовё ИМ — Азшё УМ} У №ооза (2 — а) с085(и—1). (80) 


Равность двух значений 2’ должна быть нечувствительной, а потому 


= „= УЕ ух вова(х— а) 608 6 (у—В). 


Если оба значения г принимаем для одной материальной точки, 
то последнее уравнение сделается уравнением для начальной по- 
верхноети, которое пусть будет 


#= (2, у) 
и вместе 
Иа у) Хруенае а) вов (у—8). (81) 


Сличение прочих членов в двух значениях для 2’ дает 


= УИ, уУх-узияй. 


После чего 
4—=У {Асов ИМ -- Ваз УМ} -""7Р сова (д —а)с086(у— В). (0) 
Выражение {81} требует принимать 

в Ир да 46 да 08 


и разуметь знак суммы двойным зизьом интеграла в отношении 
ка, В и двойным знаком суммы в отношении к а, 6. 
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Сочинитель замечает, что интеграл (1) удовлетворяет уравне- 
ниям (25) и (38), как выражение, куда = не входит, тогда как 
жидкость предполагалась вначале сжимаемой. |Я с своей стороны 
могу прибавить, что этот интеграл должен таким образом принад- 
лежать предположению жидкости, как доказал я вЁше дия самых 
уравнений (25) и (33). 

Выраженне (1) е двойным интегралом вместо двойной суммы 
в отношении к в иф для беспредельной жидкости будет 


ие, олени 


Хе" УР ва (х — ад сов (у) а фана. (84) 
шо 


Если в начале движения поверхность изменяется без удара на нее, 
то А=0 и выражение (84) будет то же, какое дал Пуасеон в М6- 
тлое де ГТазиыи, Т. Т*, 

ели к тому начальная скорость дана 


0 =4(# 9). 
то уравнение 


для $-=0 требует принимать 


д—_ 94 @ В 


В этом виде, ‹ данными скоростями, определение начального со- 
стояния представляет совершенно ясное понятие, тогда как Коши 
в его записке зат ]а ргораваоп @4ез оп4ез* говорит об ударе® 
(регсавнюц), не соединяя при этом никакой определенной мысли. 

От новых ударов нь жидкость волнение может быть присоеди- 
няемо к прежнему, и таким образом в их непрерывном последо- 
вании представлять движение © переменным давлением. Сочинитель 
ссматривая переменное давление чак 
побудительную силу к движению, именно присоединяя г к и 
з уравнении (33). Таким образом, уразнение (97} дает значение 


доетигнул той же цели, р 


= См. сноску * па стр. 882 (третий мемузр Пузесона). 
* (м. ту же сноску. 
> Термин «удар» нужно понимать в смысле импульсв сил давлений. 
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функции ф из трех членов, из которых первый происходит от из- 
менения в поверхноети, второй — от удара на поверхноеть, третий — 
от непрерывно переменного давления, Сочинитель рассматривает 
еще случай, когда волнение происходит от плывучего тела © равно- 
мерным движением. 

В движении воздухообразной жидкости сочинителх, отбрасывая 
в уравнении (87) член ‹ множителем у, пишет 


28 149 
5 ар а”) 
| ар а + @ 000) 
разумея 


не принимвя, следовательно. в рассуждение тяжести, но обращая. 
знимание на сопротивление в сообщенном движении. 

Интеграл уравнения (100), когда пренебрегаем &?, берет такой 
вид 


ем 
ф=Уе № ° (4’с08п0ё-- В’ зп ей) 0, 
тде 


@ == 08а (#— а) с056 (у — 8} возн (2—1). 


Для беспредельной массы 
1 —- 1 . оф 
ИИ Геьое {сов ое фоты пой баба фа 


ево вова ЬЬ Я а 


об — 


и где 
пи"; 

функции Г(х, у, 2), Ф(®, у, 2) предетавляют вачальные сжатие и 

скорость. 

Другой вид (114} тому же интегралу дают полярные коордо- 
наты и, 0, ® вместо а, 6, р. Интегрирование в отношении к 0. ® 
может быть произведено непосредетвенно. Таким образом выходит 
выражение (117) для 9 с четворным интегралом. Значение функ- 
ции ® для первых мгновений движения дается тройным нитегра- 
лом (126) и по прошествии значительного времени двойным инте- 
трелом (125), где е #=0 приходим к формуле Пуассона. 


зв 
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Сочинитель в конце своего рассуждения дает решения некото- 
рых вопросов, которыми до него еще никта не занимался. Рассма- 
тривает, в закрытом дараллелепииеде, происхождение звука мгно- 
зенно произведенного или продолженного, с отражением от стен. 
Принимая в| рассуждение действиб тяжести, говорит вообще 
о волнении в жидкости, текучей и возвхухообравной, которая опи- 
рается на горизонтальную плоскость. В решении всех этих любо- 
пытных и трудных в анализе вопросов он умел пользоваться образ- 
цовыми способами зиамеиитых математиков, применять их к на- 
стоящему случаю и распространять в новом или более обмирном 
зиде. К чести сочинителя могу сказать вообще, что в этом соеди- 
нений двух теорий, о волнении текучих и воздухообразных жидко- 
стей, вижу большую услугу для науки. 


Заслуженный Профессор Лобачевский. 
11 Апреля 1845. 


[2] «— величина, обратная 


ПРИМЕЧАНИЯ. 


квадрату 


скорости звука [ем, фор- 


мулу (7) лиссерхации Понова!)]. Величина ^ при любой зависимости 
иде —, ==, где е— цостоянная, равие единице. 


р 
В самом деле, по формулем (10) и (11)*), имвем 


откуде следует 


легко находим }-=1. 


П} Уразнения (а) имеют в диосертации 


вил 
=) = (= и | =) 
а} а аа Гая}, 
=) фо (= 2, “ 
аР} ау ат Тау т а}, 
“) 4 3 (== Фи м) 
а] а Фа Гая Г ча] 


где Х, У, {— проекции массовой силы на ови г, у, 2; 8 — коеффи- 


цаент вязкости, Е п а 


1) Стр. 402 вает, тома. 
2) Стр, 400. 


%) 
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Эти уравнения получены Навье и Пузосоном на основании рад- 
личных соображений о везимодействии между молекулеми. 

В современных руководствах по гидромеханике даётся вывод, 
свободный от подобного рода предположений). 

Выражение } легко может быть найдено, воли принять во внима- 
ние равенство 


++ #5 в. 


Пользуясь уравнением неразрывности, последнее можно предетавить 
в виде 


® и 
или 
р [0 9, р \. 
®=Р- 5 Рае" Ну? На: "} 
отсюда 
4% 
=. 
Зрар 


Очевидно, величину й можно считать постоянной только при малых 
скоростях движения жилкости. 

Величина # обрашаетоя в нуль в двух слузвях: 

1} при в=:0, т. е. для жидкости, не обладающей вязкостью, 

2) прив 0, т. е. для несжимаемой жилкости. 


[] В данном слузае аравая часть формулы (42) представляет 
собой интеграл Фурье. Как показывается з теории интегралов. 
Фурье, любая функция переменного х, имеющая период 2яА и удо- 
влетворяющая условиям Дирихле, может быть. представлена следующим 
образом: 

=. ро 
= | о у | Понта, 
—& 


1 
Вводя обозначения т —4, =, это равенство можно переписать 
в вледующей форме: 


пе | Гоа 1. Ул |+ 1 (9 сова (=— 04. 


1) Сы, например, Н. Е. Кочиы, Н. А. Кибель и Н. В, Розе — Творе- 
тичесная гидромеханика, 1. Ц, Гобтехиздат, 1948, стр. 285. 
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Отсюда, переходя формально к пределу при да -»+ 0, получим: 


о [№ | осове-— 04% 
зы 


Последняя формула легко обобщается на случев фуикдий трех 
перемевных следующим образом: 


Ре, уд = 


ИИ, в, 1) сова (= — а) 0036 (у— 8) 086 (2—1 Хх 
Ж ва 48 4у 41 46 4. 


Приведеныое рассуждение, принадлежьщее в основном Фурье, © с0- 
временной точки зрения не предетавляет доказательства !), В послед- 
нем интеграле а, $, с меняются от нуля до со. Пределы интегриро- 
вания по о, В, | совпадают о пределами изменения переменных 2, у, 2 
в области, в которой Ё (а, В, 10. 

В диссертации Попова и отзыве Лобачевского пределы интегриро- 
вания поставлены снизу и сверху дифференциалов. 

Приведем в качестве примера формулу (84): 


в, рлеу, ИЕ Х | 


Х сова (2— а) оозБ (у — 8) 98 46 42 4. 


во 


Здесь знаки минус и плюс укавывают на то, что интегрирование 
шо а и В производился между крайними еначениями х, у, принад- 
лежащими области, в которой подинтегральнов выражение отлично от 
нуля. 


1) 0м. Е. Титчыарш— Введение в тоорию интегралов Фурье, Гостохиодат, 
м. л., 3048. 


Приложение 1 


ВВЗЛИНИЮ К ДИССЕРТАЦИИ *) 
А. Ф. Попов 


Способы настоящего Анализа позволяют предпринять интегриро- 
вание дифференциальных уравнений Гидродвнамики только в двух 
общих предположениях: 3) если движение жидкости предетавляег 
поток постоянного вида, и 2} если скорости частичек в жидкой массе 
вообще незначительны. В первом предположений уничтожаются члены, 
которые представляют частные дифференциалы для функций движе- 
ния в отношении ко времени, потому что две чаотички постоянного 
потока, проходя чрез одну точку в пространетве, описывают ту же 
кривую линию, Напротив, в последием предположении частные 
даяффоренциалы в отношении времени оотатся, тогда как члены, для 
главной части движения в потоке, уничтожаются. 

Такое уничтожение, в последнем случае, позволяет привести диф- 
феронциальные уравнения Гидродинамики к линейному виду. С етой 
простотой в уравнениях, доказывают равномерное распрострнение 
звука в воздухе, таваже законы распространения волн на поверхности 
воды. Однако же, решение обеих задач может подлежать еще вомне- 
нию, или, по крайней мере, почитаться неполным; потому что начи- 
кают обынновенно с уравнений, составленных Л*Аламбертом, гдо члены, 
с чувствительным влиянием на образование и распространение волн, 
опущены. 

В предлежащем рассуждении мы излинаем с уравнений Гидро- 
динамики в том общем виде, в каком их предложили Навье и Пузо- 
сон, призодим их к линейному виду, сохраняя возможную общиость 
при выборе вспомогательных условий; указываем члены, опущенные 
другими авторами; наконец, интегрируем составленные линейные урёв- 
нения в тех случаях, которые непосредственно применяются и Теории. 
волн. Изложение, по сущности самого предмета, нельзя было сделать 
зисто аналитическим и независимым от физических положений; 
з потому, пользуясь ученым языком, я почел необходимым объяснить 


?) Этот тек? предшествует диссертации А. Ф. Попова без всякого названия 
(см. статью «Иесторико-библиографические сведения», стр. #14 наст, тома.) 
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< некоторою подробностию не только положения, но и принятые 
названия в Теории волн. | 

С того времени, как это сочинение поступило на рассмотрение 
Физико-Матоматического отделекия, Г. Заслуженный Профессор Лоба- 
чевский, мой наставник в высшем Анализе, указал мне, в овоих 
ученых замечаниях и советах, некоторые новые точки вегляда на мою 
задачу. Постараюсь оправдаль и зволужить внимание, которым Его 
Превосходительство почтил мое сочинение. 


Приложение 2 


КРАТКОЕ ИЗЛОЖЕНИЕ СОДЕРЖАНИЯ ДИССЕРТАЦИИ 
А. Ф. ПОПОВА 


Г. Г. Тумашев 


Диссертация состоит из небольшой вводной части и двух глав, первая 
из которых содержит 6 «статей» (параграфов), а вторья — 16. В первой 
главе изложен метод приведения уравнения волнового движения 
эжидкоетв к линейному виду, & во второй — интегрирование. этих 
уравнений. 

В настоящей статье все формулы и обозначения даны в том виде, 
в коком они призедены в работе А. Ф. Попова и в отзыве Н. И, Лоба- 
чевского. Сохранена также нумерация формул. 


Во вводной части диссертации приведены полные уравнения гидро- 
динамики в виде 


х_ =) 46, [ыы | Фы 
р 28) акт а Гу Ч], 


} 
о 
| (а) 


тде 


{ь) 


{а) 


_ ФФ, № 
о (на 


там". 
ар аи | а 


а 
И ОО (®) 
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и, о, "— проекции скорости на обы координат а, и, =, 
р, р— соответстьечно лавление и плотность, 
#, В— ноотоянные '). 


В статье 1 даетея общая характеристика волновых движений, 
Указывается, что лвижение частиц жидкости, приведенной п «волпение», 
заключается в малых нолебаниях около положения равновесия: вол- 
цовое движение газообразиих тел состоит из последовательного рас- 
ширения и сжатия слоев. 


В отатье * проиаводится упрошекие уравнений (а) и (%). Прене- 
брегая членами, содержащими кведралы и произведения проекций 
скоростей, & также их проианодные, и полагая 8 =0, автор приводит 
эти уравнения к вилу 


(3) 


Уравнения (3) совпадают с уравнениями Эйлера при #-=0, что я 
предпола-аетея в дальнейшем. 


В статье 3 вводится предположение о том, что плотность во премя 
движения изменяется позначительно и опрелелястся по формуле 


ва —*), 00} 


тде з— функция от х, у, 1, { остается малою, каково бы ии было 
зывчение переменных; р’— плотность в состоянии равновесия. 
Данее выводится формула {11}, выражающая завиеимость давления 
от фунвции 8: 
А 


ре — ра, {11) 


гле } — некоторая постоянная. 


1} Сы. примочание [2] на стр. 395. 


96 Зак, зву. Н.П. Лебалевский. 1. У. 
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Величина е (сжатие) определяется как производная от плотности. 
по давлению для состояния равяовесил: 
4р’ == ар’, (7) 


Таким образом, ‹— велизина, обратная квадрелу скорости звука. 
Рассматривая состояние покоя, уравнения (8 можно заменить 


другими: 


откуда после интегрирования получается 


ме, (9 


тле р— плотность жидкости при 2=0. 

Вставляя в уравнения (3), (4) значения р, р из соотнотений (10), 
(11) ин пренебрегая вторыми степенями и произведениями малых 
величин, получаем следующую систему уравнений; 


02} 
Че _ [4 2). , 4 
9—3 (= и) т 
4 а а, из) 


На РН 


ДЛифференцирование этих уравнений по 2, у, 2, # лает 
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В статье 4, приравнияая величину # нулю, из уравнения (14) 
выведено уравнение 


232 [43 | 43 @ 
2+ й , й 
а ь (= Гат 1 =) 9: а-у» 5 


оли при том же предположении пренебречь силой тяжести, то урав- 

нения (12) и (14) заменятся уравнениями 
4 \ 

в 4х» 
А 48 
== 16 
= 4 06) 


[60 
Полагая 
в 21 
и 2) 
тде ®-— потенциал скорости, уравнение (17} можно записать в виде 
20 __^ [№ 23. 
ат. Зы НН (22) 


„Для капельной жилкости, вместо уравнений (12) и (18), получается 


1 7/20 Фо, 4 в 
о о 
2 (= Рау т =) Н7- (24) 


В сталье 5 показано, что для иесжимаемой жидкости уравнение {22} 
ерехолит в уравнонне Лапласа 


(25) 


(28) 


определяет фуннцию 2. 
Из уравнений (25) п (28) вытекает, что р — функции гармоническая. 
Палее, если принять во внимание постоянство лавления на впо- 
болцой поверхности, получаетен условие 
22 __ а 


(33, 


В оталье 6, завершающей первую главу лисоертапии. дан неболь- 
шой обзор раавития теорип волновых движений. 


в 
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В оталье 7 с помощью подетановки 
ве (86) 
уравнение (14) приводится к вилу 
2% 4 4 


29 40 _^ [4 Фе, @5\ № ба а? ба. 7) 
а Е ва Та] ТЕ & & }: 
Рошение ищется в виде 
= Хе -Хоова (р — а) вов (у —В), (38) 


тдеа, В ра, В, 1 произвольные побтоннные. 


В статье 3 получено значение $: 


ое 2 (де -|- Ве") вов 9Е сова (р — 1) 6056 (у — В) возр» (# — 1) + 
-2Уе 2 (А — Бе") эта! сова (х—2) с08в(у—8) зтр (2—4), (42) 


где р, и, 4 определяются из соотношеней 


НИЕ =, 


в «° 


48 4 
3.1 22 31.62. ?}.- и 
== Ис ны д (а) ауру 


—чУ- 


(40) 


В отатье 9 показано, что если значение 2 при #=0 дано формулой 


— Ув, 8, 4) с0за(# — 2) е08 5 (у — 8) совр (2—1), — (48) 


% 


АВЕ, 3, т. (49) 


В формуле (48} каждый член, стоящий пох анаком суммы, предио- 
латается умноженным на дифференциалы 44, 48, 41 и на конечные раз- 
ности Аа, АЬ, Ам. Интегрирование по а, В, 1 производится между пре- 
делами ивменения х, у, г, в суммирование по а, 5, рот — со до --о9. 

Далее показано, что общий интеграл уравнения (37) будет 


2-е в") сов! 003 в (-- а) 008 6 (и—В) 03 (2—1) 


2 У 4е-# (е"* г") в 41 сова (х—а) возё(у Ээшть(2-—1. (53) 


Величины р, 4, л определяются по формулам (40) и выбирается 
10 рещение уравнении (37), которое обращается в нуль при # — 09. 


В статье 10 даны приближенные выражения р, 4, и, которые автор 
получает, пренебрегая в равенетнах (40) членами степени выте первой 


относительно г и. Эти выражения приведены в отзыве Н. И. Лоба- 
чевокого. 
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В следующих статьях 11 и 12 получена формула для потенциала 
скорости в предположении, что причина, вызывающая волновое лви- 
жение, непрерывно изменяется: 


, 
аз У (ло [че 6) 

где р 

Ф == вова (в — 4) свв (у — 8) 

оне” (ев) воваё. 

В сталье 13 рассматривается вопрос о граничных условиях. Ста- 


зится требование, чтобы на поверхности твердого тела г==2(х, у) 
выполнялось условие 


и Ей (67) 


Подобным же образом условие на свободной поверхности % (х, у, г, # —=0 
записывается в виде 


& 
Е нь о +. о. (68) 
В статье 14 разложение правой части формулы (9) в ряд дает: 
Ь 1 . 
РЕН ри йе... 


в другой стороны, согласно формуле (11) 


Аи 
= А в’5- 
р гы 


Принимая во внимание постояцство давления ина свободной поверх- 
ности, из двух последних формул находим: 

}' 

28 

г. (21) 

9 
Отсюда, очилая заданным уравнение свободной поверхности в началь- 
ный момент 


(72) 


легко получаем 
. 80 
у =. 93) 
ее (73) 
При рассмотрении случая волн значительной длины, уравнение для 
определения потенциала скорости принимается в виде 
р, р ы] р 
4 Чо =) а 


| | ы (74 
ая Кат Тат} т* ©) 
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и показывается, что решение имеет вид 
= (1 сов УМ + ВзшЕ УМ) е`# соза (* — 8) совб (у — В), (17) 
где М, а, В, в, а, В— постоянные, связанные соотношением 
Мари — м-р; {18) 
А, В— произвольные функции постоянных о, В. 


Воавышение частиц над невозмущенным уровнем опреденяется по 
формуле 


; 
4 
22 а, 
‚+| 4: 
$ 
подставив сюда вместо $ выражение (77), находим: 


= и -— УазаЕ ИМ — вооз1 И №) № ооза (2—2) с036 (у—3) 
«— У ут у 


У о воза (2 — <} 0088 (у — В); {79 


У 


< пругой стороны, согласно уравлению (76) 


"у Уцвоьг УХ — Аза ГУУ) ИХ соки (в — з)оозь (и — 8). 180) 


Сравнение уравнений (79) и (80) дает 


ира, и) Уруоее зусовь (у — 8). 0 


Привимал во ьнимашие (78), находим 
9= Ха сов Г/М | Взщ ИМ) "ТР сова (да) совь у — 3}. 
Жоли /(т, у) представить по формуле Фурье: 
(а, у) == ЖР(а, В) сова (4 — а) воз 6 (у — В) Аа ЛЬ аа 43, 


то предыдущую формулу можно перепиваль в виде 


= (омуте, ох 


/ 


Хе ИТР ооза (и) сов (у— В) Аа Льда 48. (31) 


Полученныя функция удовлетворяет уравнениям (25) к (88). Таким 
образом, как справедливо укваываех Н, И. Лобвчевский, полученное 
решение соответствует случаю движения несжимаемой жидкости. 
Отбрасыввя в формуле (84) величину А, автор получает формулу, 
найденную ранее Пуасооном (Мешоне 4е |’Аса4., т. Т, 1816). Этим 
предполагается отсутствие импульса лавления в начальный момент. 
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В статье 15 рассматривается случай, когда на поверхность 
действует последловательность импульсов лавлений и выводится 
формула 
в0*({—ШУХ 
х 


х 


сова (#— а) сов 6 (и — В) 44 64143: 193) 
оды 


обозначения над и пол диффере®цивлеми показывают, что интегриро- 
вание производится по а, В между пределами изменения х, у, а по а, 6 
от —00 до -{-00. А, импульсе давления для момента вре- 


мени 4. 


В статье 16 выведена формула, на которую соылветоя Н. №. Лоба- 
зевский: 


-* | Ду ной 544+ 
ево това — 

. 

[ш| {| ча, в, све 6—1) 0464, 197) 


где для сокращения введено обозначение 


ое "ТЕ сова (д — а} 0096 (у — В. 

Формула (97) лает выражение потенциала скорости в виле суммы 
трех членов. Первый член определяет злияние формы свободной по- 
верхности в начальный момент, второй и третий члены выражают 
‚потенциал скорости в зависимости от имлульсн и переменного давле- 


ния на эту поверхность. 


При выводе формулы исходными являются уравцения (25) и (34), 
которые теперь обозначаются автором через (а) и {Ь): 

(а) 

©) 


Возвышение частицы свободной поверхности над невозмущенным 
Уровкем определяется по формуле 


(=) 
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т 
Отсюде, полагая р’-== (х, р, 1), р 


0, при #0, находим: 


РН, в, 0) -=918,. (е) 


Уравнению (а) удовлетворяет функция 


©, у, 2, вел, 8, вх 


Же ИЕР сова (д — а) сов (у — 3) Фа В. (96) 
бобиия 


„Для определения произвольной функции 2 (а, В, Й предыдущее вы- 
разкение вставляется в уравнение (Ъ), причем предполагается при- 
ближенно 2’-=0. Величина р’ заменяется выражением 


ЗИ ев в, 3, боова (о-в) 266. 


Уравненне для определения $ (а, В, {} имеет вид: 


(а, 5), 
а 


че, в, о. ® 


аИй-ЕЫ(а. В, 0 -- 


Решением этого уравнения будет 


9, ВИ ое фара, Вр =]. 


ре 


тде 


Подотавляя это выразжение в уравнение (Ъ) и сравнивая получен- 
ное уравнение с уравнением (#), находим: 


Но (а, [298] 
и КИ 


Следовательно, 


ав РР, ® 
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где Р(а, 3) вертикальная составляющая скорости. Тенерь, если 
вставим выражение $ (а, 3, #) в уравнение (96) и значение ф (а, В, 0) 
из уравнения (Н), то получим после простых преобразований фор- 
мулу (97). 


В сталье 17 рассматриввется частный случай, когда ловление 
переметцаетоя поотупалельно в направлении оси 2 о постоянной око- 
ростью Ё. 


Выражение потенциала скорости дли этого олучая имеет вил: 


= { Фару” Раша М) 


29% + 4 
с08 у— 8) Ча й6 ая 48 
от 


я 
Сео а), ДАЙ 
49. а — бо 
р ыьи Ва ` 
}3. — [1 @ь ат 48 


(98) 
В статьо 18 получено решение уравнения (37) для случая безгра- 
8 
ничной среды; отбрасывая в формуле (87) член 9уй, завиоящий от 
тяжести, и полагая 


приводим (37) к вилу 


4 : (22 Фе, 2), ( И Га 42 
=" На) Р-Р ия }. 000) 
Его решение: 


ое 1 


(<> вов И за ве) фра + 
И ат 


Е 


(ее, ве" Е ой, (112) 


ААА об 


где 
9 = сова (в — в) е08 6 (у — В) сов (2—1), 


Ре, у, )-значение плотности в начальный момент движения, 


3, у, 
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В статье 19 вводятся вместо‘, у, 2 сферические координаты 
и, «и формуле (112) записывается в виде 


9-я ге, „ре! отн ини) совий Х 


ош= 


Хи? ата 4 вы в 4 да 


(че ве * ИИ ви 


Хизо бий Я, (114) 
О кЫ 


гле лля краткости обозначено: 
Е — (= — ад зв оово -|- (у — заб зто-- 1) 034. 
„Вводя далее обозначение 


ео е-т’ (115) 
и пользуясь известным интегралом 

а 

№ 603 # В эт 6 @8 до = 1115; 


$ 
правую часть формулы (114) можно предетавать следующим образом: 


Ки 


211] } га. те 7" [оны 


вт оне ви а 43 1+ 


+= Й \ (фе, ре а, ан. (1) 


р 


Для больших значеций { правая часть формулы может быть заме- 


нена двойным интегралом 


И Гупрар ее 


й 


и") зо р 444, (125) 


гле 
ов созр, и | яр 084. =-- тр эт 4); 

т, 1— сферияеские иоорлинаты, 
Для милых значений ! выражение потеициала скорости будет 


. 
4пку 

В последней части диесертации (статьи 20—23) нолучено решение 
ряда частных задам. В сталье 21 рассматривается волновое движение 


г) 4я 484. (128) 


во, 2% 
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в слое, ограничевном лнумя горизонтальными плоскостями; как пре- 
дельный случай, отсюда получается волновое движение в бесконечном 
полупростраистве, огравиченном горизоптальной плоскостью. В статье 22 
рассмелривается волновое движение жидкости, имеющей свободную 
поверхность и ограниченной горизонтальной плоскостью, 


Как видно иа приведенного краткого изложения, А, Ф. Попов 
в своей дносертации значительно обобщил имевшиеся результаты 
в теории волновых движений, Оп вывел более общие, чем у Коши и 
Пуассона, уравневия волнового движенин, в которых частично учи- 
тывается и вязкость жидкости. Отоюца, как частные случаи, полу- 
чвнуюя урёвяения волновых движений на поверхностя капальной 
жидкости и уравнения распространения звука, рассматривавшиеся ло 
А. Ф. Попова раздельно. 

Идея совместного расомалтривзния атих двух явлений, как ато 
зидно из авмечания ь отвыве, подокаваяа Попову Лобачевеким. 


При интегрировании уравнений волнового движения А. Ф. Понон 
в основном следует методу Пуассона. 

В последних разделах диссертации рабомотрены частные случаи 
волновых движений, которые ранее не изучались, 


Нриложение $ 


ИСТОРИКо-БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ОВЕДЕНИЯ 
© ДИССЕРТАЦИИ НОНОВА И РАЗБОРЕ ЕЕ ЛОБАЧЕВСКИИ 


1. Д. Дубяго 


6 июня 1845 г. в Езаанском университете пропсхолил публичный 
диспут па соискание степени доктора математики и астрономии. 
Лиссертантом был Александр Федорович Попов (1815—1879), окон- 
зоивший в 1835 г. Казанский университет со степенью кандидата 
математических паук, учитель малематикя Казанской первой гимназия, 
к тому времени уже имеяший и следующую степень магистра. Оппо- 
нентами ему выступали ординарные профессора Н. И. Лобачевений 
и Ц. И. Котельников. Докторская диссертация А. Ф. Попова [как и 
кандидатская, защищенная в 1842 г., причем оппонентами были те же 
Н. И. Лобачевскай п П. И. Котельников, а также п И. Н. Зании')} 
посвящена была гидродинамике и имела заглавие: «Об интегрировании 
дифференциальных уравнений гидродинамики, приведенных к линей- 
ному виду». 

Казанская газота сообщает ?), что это событие рассматривалось, 
как торжество, давно уже не повторявщееся в университете, Специаль- 
ный характер темы диссертации был причиной «незначительного сте- 
чения посторонних посетителей, тем не менее развитле выбраниых 
докторантом положений, доведенных в этом ученом споре до яеного 
понятия всех присутствующих, делало его чрезвычайно занимательным». 

В «Деле об утверждении магиетра Алековкдрь Попова доктором 
математики и астрономии» и в протоколах Совета Казанского универ- 


1) Знаменитый химик Н. Н. Завин (1813—1880) получил в Казанском уви- 
верситете блестящее образование в области математики, астрономни и механики» 
При окопчанич университета в 18331. он был удостоен степени кандидаха п 
золотой медали за нозинение «Теория пертурбаций», отзыв ва которое дал 
Н. И. Лобачевокий (это сочинение и отвыв в нистоящеб время, поъидимому, 
утрачены). В 1834183 г. Знани преподавал аналитическую моханику, гидро- 
итатику и гидродинамику, после чего посвятил себя химии. 

2) Казанокие тубернвие ведомости, часть неофициальнья [11 июня 1845], 
№ 24 етолб. 239—240, Заметка воспроиаведена Л. Б. Модзалевеким в сборнике 
«Материалы для биографии Н. И. Побалезекого», изл, АМ СССР, М. — Д., 1948» 
„донумент № 518, стр, 504—504. 
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<ситета за 1845 г., хранящихся в Центральном государственном архиве 
Татарской АССР, имеютоя весьма интересные и, в большей части, до 
<их пор неопубликованные документы, из которых выясняется роль 
Н. И. Лобачевского при звшите этой диссертации, 

Из подробного «Журнала испытания магистра Александры Попова 
на степень доктора математики», состоящего из отдельных «отётей», 
каждая из которых подписана всеми присутствовавитими членами фило- 
зофского факультета, мы узнавм, что в заседании второго отделения 
философского факультеты 12 октября 1844 ь. слушано было прошение 
магистра Александра Попова о допущении его к испытанию на сте- 
пень доктора малеметики, причем он представил евою диссертацию. 
После ее просмотра, 16, 17 и 28 февраля, 1 и26 марта 1845 г. были 
последовательно проведены устные и письменные испытания по зистой 
математике, устные и письменные испытания по прикладной матема- 
тике (т, е. по механике) и устные испытаниях по астрономии и гво- 
деаии. Ответы Попова (письменные ответы частично хранятся в деле) 
4с изложением история и литературы предмета» по каждому вопросу 
были «совершенно (или вполне) уловлотворательны», кроме ответов 
по астрономии и геодезии, которые были найдены только «удовлетво- 
‘рительными», По окончании последнего экзамена второе отделение 
философского фивультета 26 марта 1845 г. определило: допустить 
Попова к публияному защищению диссертации. 

22 июня 1845 г. деван П. И. Котельников писал Совету о состояв- 
шейся защите и от имени второго отделения философского фавультеть, 
просил Совет ходатайствовать об утверждении Попова в степени док- 
тора математики и вотрономии '). 26 июня проректор К. К. Фойт 
сообщил Совету, что управляющий Казаноким учебным округом 
(Н. И. Лобачевокий) разрешил отправиль в пензурвый комитет 6 акаем- 
пляров лисоертации Попова, отпечаланной в типографии Казвиского 
универовтета, и по одному экземпляру в русские укиверситеты я науч- 
ные учреждения; еще несколько экземпляров было передано Казан- 
скому универонтету, в остальные выланы Попову. Этим устанавли- 
вается дата выхола в свет диесертации А, Ф, Понова; как мы увидим, 
отвыв Н. И. Лобачевского был напечелин одновременно, или почти 
одновременно. 

Диссертация \. Ф. Попова напечатана отдельной книжкой в Фор- 
мате 4°; на титульном листе напечатано *): Об интегрировании лиаф- 
ференциальных уразнений гидродинамики, приведенных к линейному 
виду. Расеуждение магиотра Алексаадра Попова на степень доктора 


1) Центральный тос. архиа Татароной \ССР, $. 977, Совет, № 8918, 1. 16. 
3} Фотография титульного листа диссертации воезроизведена в наст. томе 
перед стр. 381. 
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математики и астрономии. Казань, 1845 годв. В Универоитетской типо- 
трафии». На обороте титульного листа имеется указание: «Печатано 
с дозволения университетского начальства». В книжке после титуль- 
ого листа идут две ненумерованные страницы, составляющие нечто 
вроде введения к диссертации *), и 5$ страниц тевота, за которыми 
следуют две (опять не нумерованные) страницы: Положения [Тезисы]. 
В том же формете 4° напечатан и составляет как бы продолжение 
диссертации Цопова отаыв Лобачевского под названием: «Подробный 
разбор рассуждения, представленного магистром Поповым под наава- 
нием „Об интегрировании *) уравиений гидроцинамики, приведенных 
к линейному виду“ на степень доктора математики и астрономии». 
Отзыв Лобачевского содержит 13 отдельно нумерованных страниц и 
подписан: Заслуженный Профессор Лобачевский. 11 впреля 1845. 

Вот что пиовл далее Лобачевский 25 августа 1845 г. за № 3624 
Совету университета 


По представлению Совета Казанского Университет 3 минув- 
шего Июля, и согласно раврешению Господина Управляющего. 
Мианисторством Народного Просвещения, Товарища Министра 
3 тонущего Августе, № 7546, я утверждаю Старшего Учителя пер- 
вой Казацекой Гимназин Магистра Александра Попова в авании 
Доктора Математики и Астрономии. 

Уведомляю о том Совет Университета, в ответ на означенное 
прелотавление, для наплежащих по сему распоряжений. 

В моем предотавлении Г. Министру Народного Просвещения 
объяснил я свое мнение, что нахожу приличным по примеру, 
пак вто сделано с диссертациею Г, Попова, присоединять всякий 
раз печатный подробный разбор. 

Г. Управляющий Миннотерством в отношении к этому послед- 
нему обстоятельству предоставил поступить по моему усмотре- 
нию. Между тем я желаю внать предварительно мнение Совета, 
чтобы принять за постоянное правило: к Докторскям дисверта- 
циям прилагать печатный подробный разбор. 

Управляющий Казанским Учебным Округом 
Ректор Университета — 7Гобачевекий, 
Правитель нанцелярии И. Ценелев '). 


22 сентября 1345 г. Совет Казанского университета заслушал это 
предложение Н. И, Лобачевского, который, хотя п оставался ректором, 


1) Эхо введение помещено в калестве приложения 1 на етр. 398 наст, тома, 

2} Слово «диффоренпиальных» в заглавии отзыва, пороятно по недосмотру, 
отсутотвует. 

3) Сы, еноску!) на отр. 413, я 
стр. 416 наст. тома. 


Фотоснимок этого докумевта помещен после 
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но уже редко участвовал в заселаниях Совета. Черновая запись носта- 
новленяя Совета университете, за исключением ев начала, написава 
рукой председательствовавтего проректора К. К. Фойгта. По вопрову 
о цезатании рецензий на диссертации Фойгт еначала записал одво. 
мнение, затем его зачерквул и тут же заменил другим. Вычерквутый 
тенст, в котором, в свою очередь, есть небольшие помарки и поправки, 
с трудом можно прочесть; ов глаойг: 


2. Г-ну Управляющему Каз. Учебным Округом лонести, что 
Совет У-та [начиная отеюда зачеркнуто] вполне разделлет мне- 
ние Иго Превосходительства!) насчет приложения к диссерта- 
циям на выолше ученые степеки и притом [неразб. — наябольше ?] 
Доктора или Магистра, подробных разборов, представленных 
г. профевеорами по принадлежности, Такие разборы, с одной 
стороны, должны служить открытым заевидетельствонанием [п] 
доказательством всей [той — зачеркнуто] строгости приговоров, 
которые Университет произносит нед подобными трудами, а с дру- 
той сторопы, охранными, так сказаль, грамотами, под защитою 
которых молодой ученый вступает на литературное поприще ). 


Как сказано, сразу вслед ав этим Фойгтом написано совершенно 
другое мнение и в таком виде запись была перенесена п книгу про- 


токолов Совета, 


83. ог 25 августа 3845 г, за № 3624 об утверждении старшего 
учитоли первой Казанской гимназии магистра Александра Попова 
в звании Доктора математики и Астрономии. — Определено: 
1, Предписать начальнику типографии напечатать г. Попову ди- 
шлом на степень Доктора Мелематики и Астрономии и представить 
с отпуском в Совет; по напечатании диплом, утвердя подписом 
и приложением печати, выдать г. Попову, вамскав с него сле- 
дующие деньги, & 2-е отделение философского факультета о сем 
уведомить для сведения. 3. Г. Управляющему Казанским учеб- 
ным округом донести, что Совет университета на счет печехапия 
подробных разборов к диосертациям Докторов полагает, что такое 
печатание, подвергая профессора суду нублики против его воли 
и тем требуя от вего большей 3} строгости, иногда обременитель- 
ной для Докторантов, не должно быть поставляемо в настояшую 
обяевнность, но представлено собстненному усмотрению и жела- 
нию профессоров. прелотавивших вти разборы 4). 


3) ‘Го-ееть Побдяевекого, 
2) Центр. гос, архив Татёрской АССР, 4. 977, Сонет, № 8916, л, 26, 

3} Так в черновике Фовета, В протоколе — «большой», 

4) Цептр. гос. врхив Татарской АССР, фонд 977, Совет, № 8989, м. 96, 
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Кем были высказаны эти противоречащие друг другу мнения по 
пункту 2, чтб побудило Совег отступить от первого из них и остано- 
виться на втором, мы вряд ли узнаем, и всетаки крайне странно 
поотановление, с которым, в конце концов, согласились многочислен- 
ные присутствовавшие члены Совете и вее без отоворок подписали 
протокол. Среди них были ученые, широко известные своими научными 
трудами и открытиями, но ни один из них не пожелал прибавить 
к протоколу особого мнения по столь принцициальному вопросу. Итак, 
Совет решил и записал, что если отзывы профессоров будут печа- 
алься, то им будет труднее проявлять снисхолительность в докто- 
рантам! 

Не такого мнения ожидал Лобачевский от Казанского университета. 


и он © горькам разочарованием м сурово отвечает Сонету (27 октября 
1845 г. № 4583): 


На представление Совета Казанокого университета, 17 теку- 
щего овтября, с мнением на счет печатания подробных разборов 
х диссертациям Покторов, даю знать, что суду публики подвер- 
таетоя сочинитель против своей воли за всякое вообще изданное 
им сочинение, Итак, всли бы приводимая Советом прачине была 
достаточной в этом случае, то оне служила бы заявлением от 
профессоров их намерения вообще не печатать своих сочннений. 
Впрочем, не вводя теперь еще никакого постоянного, на такой 
случай, правила вперед, предлагаю Совету Университета, прел- 
оставляя диссертации на звание Доктора, всякий раз излагать 
подробно причины, которые побуждают удерживаться початанием 
полного разбора диссертаций. 

Управляющий Казанским Учебным Округом 
Ровтор Унивороитета — Лобачевский. 
Превитень канцелярии И. Пепелев 1), 


Со страмич архивного дела встает перед нами благородный облик 
Лобачевского в его неустаниой заботе о развитии русской пвуки. Он 
справедливо считает ивобходимым условием ее процветания высокий 
'уровець подготовки молодых ученых и требует п те глухие годы ьсей 
ъоаможной гласности в самом трудном п ответственном деле. прясу- 
ждении степени доктора наук. Не только диссертации, но и разборы 
их профессорами должны печататься и широко обоуждаться — так пола- 
тает Лобачевский, и сам подаот первый пример. Испытав в своей 
жизни вместо справедливого суда критики бессмысленные издеватель- 
хтва людей, не цонимавших его великих открытлй, Лобачевский не 


1) Центр. гос, архив ТАССР, фонд 917, Совет, № $918, л, 28. Фотоепимок 
этого документа помеден здесь вслед за первым доъументом, о котором гово- 
`рилось на стр. 414, 
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<мутилея и твердо продолжал итги ио своему пути. Вот почему он 
осудил малодушие Совета универентета, не сумевшего удержаться нь 
<толь высокой точке зрения. 

Рассылеь Советом диссертации А. Ф. Попова по университетам и 
заучным учреждениям России, повидимому, затянулась до окончания 
приведенной нами переписки и была осуществлена только в конце 1845 г. 
Некоторые экземпляры диссертации не содержат при себе отвыва 
Н. И. Лобачевского. Чем это было вызвано, выяснить трудно. 

7 июля 1846 г. кончаловь пятилетие, на которов был избран 
Н. И. Лобвяевский на должность профессора чистой математики, сверх 
уже истокшего в 1841 г. 25-летнего срока службы. Л. Б. Модзалев- 
звий впервые установил, что Лобачевский, в связи с этим, добровольно 
уступил кафедру своему ученику А. Ф. Попову. Являясь в то время 
управляющим Казанским учебным округом, Лобачевский написал 
3 июля 18346 г. представление министру народного просвещения 
С. С. Уварову об оставлении проф. И. М. Симонова (в отношении 
которого возникал подобный же вопрос) «еще пять лет на службе 
ъ звании заслуженного профессора». 


«Что же касается до меня, — пишет Лобаченский, — то со всей 
признательностию к заключению университетского Совета об оств- 
влений меня нё службе в должности преподавателя, часть имею 
предоставить на блегоусмотрание В-го В-ва, что кафедру чистой 
математики более © пользою, вероятно, может занять учитель 
1-ой Казанской гимназии Попов, получивший олепень доктора 
в прошедшем голу и для которого такое повышение не только 
будет совершенно заслуженное, но даже должное, с той целию, 
чтобы поотрать далее к занятиям при несомненных его хороших 
способностях. В силах еще первой молодости, неотвлекаемый, 
подобно мне, другого рода занятиями по службе и обязанностями 
семейственными, он не замеллит показать себя достойным про- 
фоссором и воталь в кругу самых известных европейских ученых. 

При таких обстоятельствах желание с моей стороны оставаться 
в должности профессора не могло бы почитатьея справедливым; 
8 потому нрошу локорнойше В, В., уволив меня от ученой службы, 
» 1). 

Вступив п 1846 т, окотраординарным профессором на кафедру 
чистой математики, А. Ф. Попов был избран 7 сентября 1849 г. орли- 
нарным профессором по той же кафелре и занимал ео ло 3 августа 
1866 г., когла был вынужден оставить службу по болезни. 


награлить производством пенсии. 


% Воопроизводено Л. Г. Модзалевеким в ого сборняке (ем. стр. 413 наст. 
тома), документ 28 582, стр, 513—514 См. также предисловие Модавлевеяого (лвы 
же, стр. 17). 


21 вам, чо, Н. Н. Побачевок: 
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Ученая деятельность Попова была общирнь и разнообразна. Многие 
ого работы были посвящены, как и обе его диссертации, гидродинв- 
мике, в особенности твории волн и связанным с ней вопросам теории 
упругости и теории звука. 

Однако преемник Лобачевского, А. Ф. Попов, не оценил значения 
того переворота в геометрии, который совершил его учитель. В ивте- 
ресных и важных пля историка воспоминаниях о Лобачевском, издан- 
ных в 1857 г., Попов вредко и сдержанно упоминает об этом: «... чте- 
ния для иабранной аудитории, в которых Лобачевский развивал свои. 
Новые начала геометрии, должно назвать по справедливости глубоко- 
мыоленными». В другом месте Попов указывает: «В числе восемна-- 
дцати или двадцати рассуждений, книг и брошюр Лобачевского одни 
относятея в теории числ, другие к теории интегралов и важнейшие: 
к строгой теории парвллельных линий...» 1). 


1) А. Ф. Попов — Воспоминания © слузкбо и трудах профессора Назанского- 
университет» Лобьчевокого. Ученые записки, издаваемые императорским Квзан- 
ским унизеролтетом за 1857 г., ни. ГУ, стр. 153—169; воспроивведено Л. Б. Модеа- 
левоким в его сборыико, стр. 586—580. 
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ВВОДНАЯ СТАТЬЯ И КОММЕНТАРИИ 
А.Д.ДУБЯГО 


ПОЛНОЕ ЗАТМЕНИЕ СОЛНЦА В ПЕНЗЕ 26 ИЮНЯ 1842 ГОДА 


Вродивя статья: 
Отчет Н. И. Лабаченского © наблюдениях солчечного затмения 


в 1842 году ..... А инь 
Н. И. Лобачевский — «Полное затмение солнца в Пензе 

26 июня 1842 годах еее» 
Примечания ........- И , 
Приложения: 


2. Замелка в Пенаенокой газете 1842 г. о затмении, вероятно, при- 
надлежащая Н. И. Лобалевовому еее... 
2. Первые астрономические наблюдения Н, И. Лобачевекого .... 
3. Историко-бибииогрифические сведения о сочинении «Полное за- 
тыение солаца в Пенав 26 июн 1842 года» 


ОТЧЕТ Н. И. ЛОБАЧЕВОКОГО © НАВЛЮДЕНИЯХ СОЛНЕЧНОГО 
ЗАТМЕНИЯ В 1842 ГОДУ 


Ив всех известных нам сочинений Н. И. Лобачевского к области 
астрономии относится тольно отчет о наблюдении полного солнечного 
затмения 26 июня (старого стиля) 1842 г. в Пензе, воли не езитать 
вго юношеских наблюдений кометы 1811 1'). Между тем, на про- 
лолжении своей многолетней научной н учебной деятельности Лоба- 
чевский немало занимался зотрономией, как в атом можно убедиться 
о очень интересной сталье Н. И. Идельсонь «Лобачевокий — аетро- 
ном» 1). К сожелению, утрачено сочичение магиохра Лобвяевекого 
«Об эллиптическом дриженяи небесных тел», и’ сохранилея лишь 
лестный отзыв о нем профессоры математики Бартельса. По собетвен- 
ному овидетельству Лобачевского, он много занимался неблюденаями 
в 1819 году, когда профессор астрономии Казанского укиверситета 
М. М. Симонов уехал о зкопедицией Белличогаузень и Лазврова 
з Антарктику, & Лобачевский его замещал. Одвим из следов препо- 
давания вм астрономии осталось предвычиеление студентами Юфэе- 
ровым, Токаревым и Пякторовым кольцеобразного затмения 26 августа, 
(старого стиля} 1820 г. в Казани, гле ово было частным с фазой 
немного более 33). В своем отзохо о овтмешит 1842 т, Побочевокай 


пигает, что оя ваблюлал комету Энке в 1833 г. и комету Галлея 
в 1835 г. В 1888 г. Побяяввский написал отзыв на сочинение «Теория 
пертурбацяй» конзавшего курс отудента, в будущем знаменитого 
химика Н. Н. Зинина; последний з& это сочинение получил золотую 
медаль. 

Повидимому, до сих пор никто не пытался осветить нее содержание 
отчета Лобачевского о затмении 1842 г., хотя оно очень интересно. 
Это сочинение отличаетоя от прочих трудов Лобачевского разнообра- 
знем затронутых в нем тем: опиоываетоя повадка в Пензу и наблю- 


1) Ом. стр. 488 наст, тома (приложение 2). 

9 н. И. Идельсон. Лобачевский — астроном, «Иоторико.мытематичесние 
пооледовакия», вып. П, Гостохиздат, 1940, стр. 137—167. Така: «Вопросы исторни 
отечественной науки», над АН СОСР, 1949, стр. 112—164. 

3) «Кавансние Иовестия», № 62, 4 августь 1890 г., стр, 268. 
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дения затмения, неоднократно уноминаются спутники и коллеги Лоба- 
чевского, перечисляется масса фактов по истории нзуки и разбираются 
мнения ученых по многим проблемам физики и астрономии. Отчет 
Лобачевского о залмении относится к далокому ог нас этапу развития 
науки, и для его полного понимания необходим подробный коммен- 
тарий, который приводится здесь и в примечаниях к отчету. 

Уньжем, прежде воего, какие мадерналы были использованы для 
этой цели. 

После изысканий Л. Б. Модвалевского стали доступными широ- 
кому-кругу читателей многочисленные и важные документы о жизни 
и деятельности Н. И. Лобачевского; ацесь мы отметим те из них, 
которые непооредстиенно связаны с его поездкой в Пензу для наблю- 
дения солнечного затмения 1842 г.: они в некоторых случаях доба- 
вляюг существенные детали х повествованию самото Лобаяевского, 
но новых оведений нвучного харвнтера мы почти не находим '). 

Мы не знаем никаких подробностей о наблюдательной деятель- 
ности Лобачевского, ироме того, что он сам нам сообщает в немногих 
фразах; сохранившиеся эго листы с черновыми теоретическими вы- 
хладками лашь в нобольшой части относятся к зетрономии; наконец, 
нет самых важных документов, относящихея к его отчету о затмении. 

Чтобы стало ясно, почему до нас дошло так мало сведепий, надо 
пепомнить, что страшный пожар 24 августа 1842 г., уназтоживший 
ббльшую часть Казани, захватил и астрономическую обсерваторию уни- 
верситета. От огня частично постралали инструменты и, повилимому, 
вгорел архив обсерватории, так как в нем не осталось никаких науч- 
ных малериалов ранее 1842 г. Эта судьба, очевидно, постигла и затиси 
астрономических наблюдений Лобачевского. Сгорели многие книги 
и бумаги, которыми пользовался Лобачевский при составления отчете, 
© затмении, происшедшем за два месяца до казанской катастрофы. 
Даже первый варнадт отчета Лобачевского о затмении 1842 г. стал 
кертвой пламени. Поэтому теперь остается очень мало надежды на 
отыскание таких интересных документов, как, например, письмо 
В. Я. Струве к И. М. Симовову © предложением наблюдаль затмение 
в Понзе и с программой наблюдений; также нот никаких следов 
инструкции для наблюдений, которую написал Оимонов, уезжая неза- 
долго до затмения за границу, своему заместителю, астроному-наблю 
дателю М. В. Ляпунову. Пояски в других Казаноких архивах, пред- 
принятые в надежде, что удастся найти новые сведения об экепе- 
дицин Лобачевского н его коллег в Пенау, дали до еих пор немного 


1) Материалы для биографии Н. М. Лобачевского. Собрал и редиегировал 
Л. В. Модзалевский, Изд. АН СССР, 1948 (далее цитируется: Модзалев- 
окн И). Довумеиты №№ 478, 476, $78, 481, 483, 493, 494, 498, 
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‘`результалов. Среди сохранившихся в Казани архивных малериалов 
иятересиы залиси книг, выдававшихся библиотекой университета его 
ълрофессорам и преподавателям, расположенные цо учебным годам !). 
Эти записи, в частности, могли бы быть’ ценны потому, что Лобалев- 
ский, как правило, не указывает в отчете использованную им обтир- 
ную литературу. В залисях нехватает 1843/44 года, но это не имеет 
значения, ибо к лету 1843 г. рукопись Лобачевокого завеломо была 
окончена. Надо сказать, однако, что Лобачевский в связи с составле- 
нием отчета, повидимому, вовсе не брал книг из библиотеви, Немного- 
численные ккиги, взятые им после поездки в Нензу, относятся к дру- 
тим темам. Конечно, он мог читать журналы в самой библиотеке, 
& часть нужных еыу книг находилась на руках у других лиц, или, 
может быть, в астропомической обсерватории, Кое в чем помог при 
комментировании отчета Лобачевского провмотр занноей книг и, ча- 
стично, самих книг, взятых 9. А, Кнорром и М. В. Ляпуновым (спут- 
никами Лобачевского по поездке в Пензу на затмение), & также 
И. М. Симоновым. 


Чтобы отчет Лобачевского ирелотел в правильной персноктиве, мы 
предпошлем некоторые исторические замечания © солнечных ватме- 
ниях и, в частности, о полном затмении 1842 г. 

Прачины солнечных и лунных затмений были понятны еще прев- 
ним грекам. Однако только в 1604 г. Кеплер показал, что солнечные 
затмения могут быть и нолными и вольцеобразнымя, то-воть, что 
видимый поперечник Луны во время затмения может быть и больше, 
и меньше, чем видимтай поперечник Солнца, воледотвие того, что рас- 
отояния этих небесных тел от Земли измевяются в некоторых преде- 
лат. Как раз по вопросу о расстояниях светил от Земли в системе 
мира Птоломея господетвовала путаница. Тогла же Кеплер описал 
корону, появляющуюся вокруг Соляна, во время полных затмений, 
© чем имелось свидетельство еще у Плутарха. Кеплер припивыньл 
хорону либо енянию эфира вокруг Солнца, либо атмоефере Лувы 
{которая во время затмения располагается для нёс перед Солнцем). 

Полные солнечные затмения, из-за оравнительной узооти полосы 
цолной фазы на земной поверхности, видимы в данной местности 
через больтие промежутки времени, измеряемые столетиями. Точное 
их прелеказание для определенного географическото места было в те 
далекие времена затруднено несовершенным ананием видимых лвиже- 
ний Солнца и Луны. Еще в ХУПТ веке солнечные затмения подчас 
наблюдались случайными и неподготовленными наблюдателями, кото- 


1) На существование таких записей нам указал Г. А. Скопин. 
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рые за короткое время полной фазы, пораженные картиной торже- 
ственного и грозного явления природы, не усиевали оделать объентив- 
ных и сколько-нибудь ценных наблюдений. Почти полный список 
исторических наблюдений над солнечной короной приведен Лобачев- 
ским в его отчете, но Лобачевский только глухо намекает на наи- 
более поразительные примеры тех иллюзий, жертвами которых стали 
наблюдатели. Так, во время затмения 1178 г., наблюдавтегося в корабля 
в открытом море, Уллоз видел, что корона вращалась наподобие 
фейерверочного колеса, и отметил дыру в Луне, близ ве края, 
сквозь которую просвечивало Солнце. Аналогичные «наблюдения» 
повторялись и позже, во время других затмений (в том чиоле и 
в 1842 г.); некоторые астрономы даже решались их серьезно обсу- 
ждать. 

Полное затмение 26 июня (8 июля) 1842 года должно было быть. 
видимо в Европе после многолетнего перерыва, за время которого 
астрокомия и физика сделали большые успехи; не удивительно, 9то- 
ученые готовились к наблюдениям заранее и виервые онаряжали 
особые экспедиции в полосу полной фазы. Условия для наблюдений 
ожидались хорошие: лунная тень пробегала через всю Европу от 
Испании до Урала и прололжела путь по Сибири; длительность пол- 
ной фазы была значительной. 

Директор Пулковской обсерватории окадемик В. Я. Струве возглавил 
Организацию наблюдений в России. По его плану было проведено 
четыре экспедиции для ваблюдения полного затмения-—в Дубно, 
Чернигов, Липецк и Пензу. В этих первых пироко организованных 
наблюдениях солнечных затмений » России приняли участие не 
только астрономы-професеноналы, но и ученые других специвльно- 
стей (как Лобаченский и Кнорр) и простые любители астрономии. 
Наблюдениям в Дубно, как 0б этом сообщает Слазинский!), и в Пензе, 
как видно из отчета Лобачевокого, помешала пасмурная погода. Ясное 
небо благоприятетвовало наблюлениям в Лииецие, куда выехали 
0. В. Струве и Шидловокий. Стелья О. В. Струве о наблюдении 
затмения очень интересна?) В Чернигове наблюдал затмение киев- 
скай профессор астрономии В. Ф. Федоров; там небо было покрыто. 
тонкой пеленой облаков 3). 


1) Авбтопошйзеве МаенеЮ ет, В, 20, 1943, отр. #326. 

2) 0. В+гите — Веоъаенниз @сг иушюй Зозвею лети за 7. Ла 1842 ш 
1ареть, там ше, стр, 297 -284. (По зетрономическому ечоту вромепи вутни до 
1925 г. начинались в полдень, а затмение ниблюдалось в Европе в утренние 
засы, поэтому оно отнесено к 7 июля нового стиля.) 

3) В. Федоров 0 солнечном затменни, быяшем 26 июня 1842 года в Чер- 
нигоне, Журнал Министорства народвого просвещения, часть 35, отд. 2, 1842, 
стр. 54—10, Такще Азбопопиьсле ХабвероШвео, В. 20, 1843, стр. 235—240, 
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Кроме этих четырех эноподицай, орсанивованных Пулковской обсер- 
ввлорией, в России наблюдали захмение и не астрономы-профессио- 
налы 1). 

Результаты важнейших сделанных за границей наблюдений над 
короной и протубервнцами приводятся в отчете Н. И. Лобачевекого 
и в прекрасно написанной оталье профессора вотрономии Петербург- 
оного унинероитете, (позже академика) А. Н. Савича”). 

Затмение 1842 г. не внесло ясности в вопрос о природе солнечной 
короны. Для простого глазь и в трубу (в отличие от фотографий} 
корона имеет довольно размытый вид и не представляет кахих-либо- 
виолие резких и четких деталей. Поэтому, наблюдая визузльно, нельзя 
воспользоваться движением Луны относительно Солнца во время 
затмения, чтобы уверенно заметить, по отношенаю к какому из этих 
осветил корона остается неподвижной и, таким образом, решить, свя- 
зана ли она с Солнцем или е Луной. Некоторые ученые считали даже, 
что норона происходит вследствие диффракции солнечных пучей 
У краев Луны. Во время затмения 1851 г. была получена первая 
фотография (дагерротин) солнечной короны, во только после захме- 
ния 1860 г. и после изобретения спектрального анализа окончательно 
рухвул старый взгляд на Солнце, как на тело, в основном твер- 
дое—как и планеты, -—но лишь окруженное оболочкой сияющих 
облаков, и вместе с тем было неопровержимо ловазано, что корона. 
и протуберанцы принадлежат Солицпу. 


Мы переходим теперь к обзору содержания отчета Н. И. Лобачев- 
ского о гатмении 1842 г. Отчет начинается с укезания на задачи, 
стоящие перед астрономами и физиками при наблюдении полного. 
затмения Солнца, Далее Лобачевский пзлагает обстоятельства, сопро- 
вождавшие органазещию экспедиции Казанского униворсвтета в Пензу, 
и перечисляет ляц, участвовавших в ней. 

Спутниками Лобачевского по экспедиции были астроном-наблюда- 
тель Казанской обсерватории Михаил Васильевич Ляпунов и про- 
феессор физики Казапокого университета Эрнест Августович Кнорр- 


1) Др Штубсидорф в соле Корякове (ныне Павлодарской облазти Казах. 
свой ССР, долгота 17915’, широта 52924”; ем. Авкополувене Масвиемел, В. 90, 
2848, отр. 119—184), врач Куровицкий в Семицалатинске (ом. тем ве, 
стр.355—358), военный врал Стоповь Взии Ауде (Павлоларовой озласти, дол- 
тота 75945”, широта 50589”; см, там ае, стр. 357—830). Во всех этих местах {28- 
тмение наблюдалось около полудвя. 

3) А. Савич— Известия о любопытных явлениях, замоченных в разных. 
местах Европы во время полного солчечяого затмения 1842 года. Журнал миян- 
стерства народного просвещения, часть 40, отд. 2, 1843, стр. 1-16. 
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Оба они были незвурядиыв люди, и у обоих научная деятель- 
ность кончилась не особенно удачно (как это часто бывало ‘в ту 
эпоху). 

М. В. Ляпунов (отец знаменитого математика и механика А. М. Ля- 
пунова и его братьев — академика В. М. Ляпунова и композитора 
С. М. Ляпунова) был учеником И. М. Симонова и Н. И. Лобачев- 
ского. Истияным призванием М. В. Лапунова были астрономические 
наблюдения. Но не успела вполне развернуться его научная деятель- 
ность, как в 1855 г., в возрасте 84 лот, Ляпунов оказался перед 
необходимостью оставить ее навсегда и уйти из Казанского универ- 
ситета из-за недоразумений, связанных с преподаванием астрономии. 
Ляпунов умер, когдь ему было всего 48 лет. Во время поездки 
в Пензау он только недавно покинул студенческую скамью; тем не 
менее он проявил себя хорошам организатором. 

3. А. Кнорр по возрасту занимал среднее место между Лобачев- 
екны и Ляпуновым и уже девять лет был профессором физики, поету- 
пив в Казанский университет по рекоменцации столь крупного уче- 
ного, как А. Гумбольг, Интересы Кнорра были разнообразны: он поло- 
жил много забот для правильной постановки метворологических 
наблюдений в Казани и в Поволжьи, производил магнитные наблюде- 
ния, а в области собственно физики занимался изучением явлений. 
<вета, После путешествия для наблюдения затмения в 1842 голу ов 
недолго проработал в Казани и в 1846 г. (в том же году, когда 
Лобвчевский ушел с лость ректора) переехал в Киев и занял такую 
же кафедру — физики и физической географии (метеорологии), — что 
вв Казани, Отслужив 25 лети получив право на пенсию, Кнорр покинул 
в 1858 г. Киевский университет и Россию, в вместе с тем и оставил 
научную деятельность. Кнорр не созлал себе крупного имени как 
ученый и теперь почти забыт, 

Добавим, что Кнорр много путетествовал. Он изучал восток России. 
уважая далеко от Казани, садил за границу (и это было одням из 
самых успешных путешествий казанских профессоров в ХТХ вене); 
первехав в Киев, он вторично отправилоя наблюдаль полное солнеч- 
ное затмение 16/28 июля 1851 г., потерпев, зирочем, полнейшую не- 
улаяу. Лобачевский в своем отчете нооднокрално и не случайно упо- 
минает о 0ебе совместно е Кнорром и наряду со своими приводите 
1 ео мнеция-—вряд ли можно сомневелься, что между пими были 
хорошие отношения, Волее того, пересмотрев опубликованные, по, 
очевидно, забытые статьи того времени, приходится убедиться, что 
именно Кнорр переслал Гзуссу в конце 1840 г., или в самом начале 
1841 г,, одно из сочинений Лобачевского по неевклидовой геометрии" 
тот же Кнорр, вероятно, передал издательству Финке в Берлине 
«Геометрические исследования по теории параллельных линий» Лоба- 
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‘чевского. Впрочем, сам Кнорр так и не понял значения неевклядовой 
хеометрии Лобачевского. 

Мы приводим ниже?) ыще яекоторые подробности об 9, А, Кнорре, 
чтобы оживить забытый облик спутника Лобачевского по поездке 
в Пензу на солнечное затмение 1842 гола. 

Олисав кратко приезд в Пензу и перечислив ваятые в экспедяцию 
инструменты, Лобачевский останавливается на предполагавтихся фото- 
метрических измерениях постепенного потемнения во время затмения, 
а также сообщает о наблюдениях Ляпунова, сделанных для опреде- 
‚ления географической широты и долготы временной обсерватории 
в Пензе. По этим результатам приходитея заключить, что лолгога 
Пензы была получена ненадежно. 

Ияструментальное оборудование Казанской обеерватории в 1842 г. 
уже нельзя было назветь бедным (как во время Литтрова), но в нем 
было слабое место имелось только два хронометра карманного типа, 
В поездку был взят один из вих, и он останавливалоея как ио дороге 
в Нензу, так и обратно. Поэтому нельзя было определить долготу 
Пенаы перевозкой хронометра из Казани, кок это обычно делали в то 
время. 

В следующем разделе отчета, после краткого сообщения о пребы- 
вавии в Пензе до затмения и приготовлекий к наблюдениям, приво- 
дятся результаты наблюдений Ляпунова ‘нед моментами начала и 
конца полной фазы затмения. 

Далее идет выразительное и художественное описание картины 
самого затмения и сопровождавших его обстоятельств. Затем Лоба- 
чевский подробнее останавливается на виденной им и Кворром сол- 
нечной короне (в отчете нет никаких упоминанай, видел ли корову 
Ляпунов) на заре у горизонте и делает некоторые замечания о темноте 
во время полного затмения и о вилимоети эвезд. После этого сообщается 
о наблюдениях Кнорра над поляризацией короны и неба и ставится 
основной вопрос всего отчета: «Но как истолковать происхоседение 
зветлого кольца вокруг Солнца? Соотавляетея ли венедж этот собственно 
вокруг Солнца, или вокруг Луны, или гораздо ближе в нам, в нашей 
атмосфере ?» 3). Лобачевскай отмечает, что первый опыт его отчета, 
сгорел 24 августа 1842 г., но что он может зато воспользоваться ло- 
медшими до него сведениями о наблюдениях затмения, и ааключает: 
«Я намерен вдесь расомотреть нае предположения, какие можно бы 
одолать о происхождении венла вокруг Луны во времи затме- 
ния» 3). 


1) В примечания {5} из стр. 457 наст, тома. 
3) Стр. 439 илот, тома. 
3) Там жо. 
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Сперва Лобачевский подробно обсуждает предположение, что венен. 
(корона) принадлежит езмому Солнцу (как это и есть в действитель- 
ности). Правильное мнение © существовании атмосферы у Солнца 
сочетается в тексте с теорией Солнца Гершеля, по которой Солнде — 
твердое и темное тело, наподобие планет, окруженное светящейся. 
оболочкой облаков. Здесь Лобачевский только разделяет общепринятое 
н то время представление о Солнце. 

Араго, имевший большое влияние на современную ему науку, 
незадолго до смерти (1858 к.) писал в «Популярной астрономии»: 
«... всли спросят: могут ли на Солице существовать обитатели, орга- 
низованные подобно жителям Земли, то я немедия дам утвердитель- 
ный ответ. Существовычие на Солнце темного центрального ядра, 
окруженного непроврачною атмосферою, вв которою находится евето- 
носная атмосфера, отнюдь не противоречит подобному предположе- 
ваю» 1). 

Этот отрывок наглядно показывает, в каком состоянии нахолиливь 
знания о Солице до изобретения спектрального анализа и до уставо- 
звения в физике небь важнейших следотвий закона сохранения 
энергии. 

По расчету Пулье, на мемуар которого Лобачевский ссылается 
земного далее, температура поверхности Солыца составляет 1761°С, 
что гораддо нише ее действительного значения; если бы последкее 
было известно, теория Гершеля должна была бы сразу рухнуть. Тем- 
пература Солнца может быть выведена многими способами, в том числе 
и на основании измерения значения солнечной постоянной (т. ®. коли- 
чества тепла, получаемого аа минуту времени на одня квадратный 
сантиметр поверхности, постазленной за прелелами атмосферы перпен- 
дикулярво к солнечным лучам). Именно так постумил Пулье, причем. 
его измерения дали уже довольно блиакое к истицме значение солнеч- 
ной постоянной, но он пользовался неверным законом излучения. 
Выведенная по закону излучении Стефана темшература Солнца 
равна приблизительно 5750° от абсолютного пуля, или около 
5500°С. Но другим способам земпература Солнца выходит немного 
выше. 

Изложив общие соображения об атмосферах небесных тел, Лоба- 
чевский пероходит к оценке высоты земной атмосферы и температуры 
мирового проетрацетва, делая различные прелположения об убывании 
температуры с высотой над земной поверхностью и ссылаясь на изые- 
рения темпералуры во время полета Гей-Люссака и на работы Фурье 
и Пулье. После этого Лобачевский заключает, что наблюдавщився во 


1) Арвго-— Общепонятная астрономия, перев. Хотинокого, т. 2, 1861, стр. 139. 
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время затмения 1842 года протуберанцы не могут быть солнечными 
‚горами. 

ДЛобвчевекай полагает, что корону нельзя считать за «вторую сол- 
‘нечную атмосферу, кроме той, которая нас освещает» !} (т. в. фотосфера. 
Солнца), С одной отороны, атмосфера Солипа, должна быть, при наблю- 
денном протяжении короны, весьма оплюснута к полюсам Солаца (этот 
вывод не подтверждается расчетом, см. примечание [*5) настр, 467—488), 
С другой стороны, наблюдения затмения в рааных местах дали много 
отличий в форме короны и в расположении ве лучей. В таком случае 
пришлось бы считать, что «тонкое вещество, раз отделившись от Солнца, 
движется с чрезвычайной скоростию, повинуясь оттвлкивающей силе. 
Это бы значило принимать Солнце за большую комету, окруженную 
весьма пространной атмосферой» *). Но и это предположение Лобв- 
чевский отвергает, сопоставляя наблюдеция короны во время многих 
полных затмений Солнца. 

Заметив, что «вокруг Луны атмосфера, если существует, должна 
быть ничтожная, которая не может быть причиною приметных явле- 
ний» 8), Лобачевский исолодует, возможно ли объяснить корову даф- 
фракцией света («погибанием лучей») близ лунной поверхности. Ок 
ириводат результаты онытов над дяффракцией солнечного света 
в условиях искусственного солнечного затмения. При этом Лобачев- 
<кий сыерва исходит из «теории вытекания» (эмисснонной теории} 
веть Ньютона и заключает, при помощи оетроумных доводов (привле- 
кая и наблюдения покрытий звези Луной), что таким способом нельзя 
объяснить солнечную корону. Но к такому же заключению приводит 
его и рассуждение с точки зрения волновой теории Декарта, Гюйгенса 
и Эйлера, развитой Юягом и Френелем. 

Велед за этим Лобачевский ставит высокие требования к волновой 
теории света и считает, что она им не удовлетворяет. Наряду © заме- 
чаниями о теории света Коши, адесь особенно следует выцелить мысль 
06 универсальности и вадимной связи сил притяжения и отталкивания; 
всесторониве развитие отой мыоли находим в «Дивлектике природы» 
Энгельса (ом. примечание [5] на отр. 480). Лобачевский характеризует 
формальный характер волновой теорий того времени я следующих 
оповах: «Говорить о волнах, значит основывать ое суждение на том, 
что в строгом смысле ше существует, подобно тому хак мы говорим 
о линиях и поверхностях, тогле как в природе находятся только тела. 
'Теорня волнений предотавяяет верно некоторые законы в явлениях 
света, но ве лает еще понятия, в чем оущественнооть заключается» ). 


1) Стр. 442 наст. тома. 
2) Отр. 413 наст. тома, 
3) Стр. 415 паст. тома. 
4) Стр. 410 наст. тома. 
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Это отиошение Лобачевского к волновой теории ивтереено для нас 
тем, что оно было высказано в такую эпоху, коглв волновая теория 
света праздновала изибольшие успехи, в омиссионная теория была, 
оставлена всеми виднейшими физиками. 

Лобачевский сообщает замечание Кнорра, «что нет еще доствточной 
причины вооружелься против теории Ньютона, так же как неблаго- 
разумно было бы не пользоваться преимуществом другой системы» 1). 
(волновой теория), и показывает, кёк можно было бы построить объеди- 
нение обеих теорий для объяснения всех явлений света. Акад. С. И, Ва- 
вилов подчеркивал, что таков понимание света — как истечения свето- 
вых частиц, сопровождеющегося волновыми процессами, —было иногда, 
свойственно Ньютону. 

С. И. Вавилов нишет: «К Ньютоновой понытке соединения теории 
истечения и волновой теории физика все же время от времени воз- 
зращается, забывая при этом о первоисточнике. В 1843 г. Н. И. Лоба- 
чевокий попытался, например, так соединить эмиссионную и волновую 
теории...» (далее следует цитата из отчета Лобачевского, и никого 
другого С. И. Вавилов здесь не упоминает) *). 

Лобачевский затем приводит свое мнение, что ни изгибание света, 
около Луны, ни диффракция не в состоянии произвести корону (эт0 
тем более верно, что вследствие больших размеров Луны никаких 
заметных диффракционных явлений при солнечных залмениях вообще 
не будет). Сообщив о наблюдениях над температурой воздуха во время 
затмения, оя пишет, что нё образование кольца вокруг Луны можно 
подозревать большое влияние воздуха. В пользу этого предположения 
приводятся разные доводы, в том числе из области фотометрии, но 
ни на одном из них Лобачевский не настаивает, 

Выше уже было упомянуто, что истинная природа солнечной ко- 
роны выяснилаеь много цозже 1842 г.; это было достигнуто новыми 
методами фотография и спектроскопии 3). 


1) Стр. 449 нвет. тома. 

2) Акад, С. И, Вавилов — Исвак Ньютон, 2-е мвд, изд. АМ СССР, 1945, 
стр. 78—79, 

3) В соответствии с современпыми ваглядами, нороной мозено пазнать самые 
внешние слои атмоеферы Солнца. Условно ее можно разделить на лье части — 
внутревною к внешнюю корову, Внутренняя корова, более яризы, онружает во 
время затмения Луну кольшом шириной в пескольно минут дуги; в настоящее 
время возмоны наблюлевия внутренней коровы и вне затмений Солнца. Внеш- 
няя корона значительно шире и слабее внутренней и на своей границе незвметио 
переходит в фон неба, Дли нее характерно лузиетое строение, и значительную 
долю света она попучает 98 счет отрыжения свега от пылевых частиц, движу- 
щихся в соседство © Оолицем; именно поетому спектр внешней короны является 
обычным спектром Солнца. После классических исследований А. П. Ганоного 
стало несомненным, что корона не обладает шаровой формой; изменения формы 
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В заключение отчета о затмении Лобачевский приводит результаты. 
магнитных наблюдений в Пенае по сравнению е Каланью, делает че- 
сколько замечаний о климате в связи с вадоводством и, ивконец, 
приводит мысль Кнорра об образовании рек, — мысль для того времени 
замечательную и предвосхищающую один из возможных способов обра. 
зования речных долин по В. В. Докучаеву. 


Этот обвор содержания сочинения Н, И. Лобвчевского о затмении 
1842 г. в некоторой мере показывает, какое богатство я разнообразие. 
идей сумел развернуть Лобачевский по поводу виденного им вели- 
чественного явления пряролы. Тщетно стали бы мы иожаль этому 
параллель в отчетах других наблюдателей, которые, за немногими 
исключениями, ограничивались отметкой моментов фаз затмения и голым 
описанием того, что они видели, или лумали, что видели, подвергаясь. 
подчас самым странным обманам зрения. 

По некоторым намекам тексты можно предполагать, что Лобачев- 
ский думал повже вернуться к затронутым им общим вопросам физики 
я астрономии и разработать их подробнее, ибо эти вопросы, повиди- 
мому, глубоко интересовали его в врелом возрасте, когда он писал 
отчет © затмении, Многов выражено им весьма кратко. Чтобы дать. 
возможность оценить с исторической точки зрения взгляды и сужле- 
ния Лобачевского, высказанные только в этом сочинении, & иногда 
п просто понать их, в примечаниях к отчету даны довольно обетоя- 
тельные пояснения (относящиеся, преимущественно, к истории науки), 
приведены цитаты из многих авторов, упоминаемых Лобазевским, 
собраиы подробные литературные указания. В виде приложения дан 
(с некоторыми примечаниями) текст заметки о затмении, появившейся 
10 июля 1842 г. в № 28 «Прибавлений к Пепзенским губернским ведо- 
мостям» и почти несомненно написанной самим Лобачевеким !). 


коровы связаны © однивадиатилетниы цинлом изывнения солнечной деятель- 
кости. 

`Мнолие проблемы, связанные © солнечной короной, и до сих пор прелетавляют 
значительные трудноети, Так, например, общан масс» вещества короны в тысячи 
раз меньше массы зомной атмосферы, тем не менее, корона простирается на 
несколько раднусов Солаца, После того как в 1939—1941 гг. был расшифрован 
олецлр короны, оказалось, что яркие линии коронального спектра соответствуют 
запрещенным переходам < одного энергетического уроввя ва другой у высоко. 
нонизированных зтомов железа, никеля и т. д, Температура короны долина быть 
весьма высока, порядка миллиона градусов. По мнению И. С. Шеловового, в но- 
роне нет так Называомого лучистого ревнояееня и в ной существуют большие 
отклонения от термодивамяческого равновесия. И. С. Шкловский полагает, (что. 
высокая температура короны может быть объяснена джоулевым теплом, выделяю- 
щимоя благодаря наличию слабых электрических полей. 

1} Сы. стр, 485 наст. тома, приложение 1. 
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Предпринятое Н. И. Лобачевским, 9, А. Кнорром и М, В, Ляпу- 
новым первое путешествие ученых Казанского универонтета для на 
блюдения полного затмения Солнца положило начало традиции, кото- 
ря далее не прерывалась до нашего времени. Экопедиции каваноких 
астрономов — при участии иногдь и физиков (проф. Д. А. Гольдгам- 
мер), и математиков (проф. А. Ф. Попов) —на полные солнечные 
затмения 1851, 1887, 1896, 1914, 1988, 1941 и 1945 гг. дали много 
интересного и ценного для науни. Нераарызная нить связывает 
Н. И. Лобачевского с настоящим и будущим советеной яотрономии. 


ПОЛНОЕ ЗАТМЕНИЕ СОНИ 


`- ВЪПЕНЗВ 96 ЮНЯ 184% ГОДА. 


(Отчет Орд. Проф. „Чобачевекаго,) 


Полное. солнечное затине по справедливости иззваться 
ужоть делешемь примфчательнымь: и рёдкинт. Бези кому 
‘довелось. разъ видфть его въ своей жизын, то конечно въ 
‘аругой уже ме случится, разв захотвлъ бы перефкать для 
Чего весьма болыное разстояще. Это мифще не должно ка- 
затея преувеличеннымь, еслы прибавимъ къ тому необхо- 
‚” димосхь услоша, чтобы небо для мфста наблюдеши было 
: Фезоблачнымь. Воть почему полное солнечное затмфне по- 
читается пе во вефхъ подробностдхь еше до сихъ поръ 
вслфдованнымъ. Въ особенности оизикъ жедлеть слышать 
© удовлетворительные отафты на мвоце вопросы: охлаждене 

въ воздух, теплота солнечвыхь лучей, постепенность омра- 
< чеши, свфтъ прямой, отраженной, погибь хучей вокругь дун- 

вой поверхности, Астрономъ дорожить своими набяюдещями 
‚въ этомъ влучаь, какъ встрёчею дзухь главныхь для въ 
Г евфь ша небЪ, которыхь пути до тфхъ поръ изолфловаль 

Икижна Ш. 1848 г. т 


Первая стравица оригинального ладания сочнпения 
«Полное затмение солнца в Пензе 28 лювя 1342 годи» 
З1-я сир, Ш книжки «Ученых лапишок Каланского унниерептета» за 1842 +). 
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ПОЛНОЕ ЗАТМЕНИЕ СОЛНЦА 
В ПЕНЗЕ 26 ИЮНЯ 1842 ГОДА 


Ш | * Полное солнечное затмение по справедливости назваться может 
явлением примечательным и редким. Если кому довелось раз 
зидеть его в своей жизни, то конечно в другой уже не случится, 
разве захотел бы переехать для того весьма большое расетояние. 
Это мнение не должно казаться преувеличенным, если прибавим 
к тому необходимость условия, чтобы небо для меета наблюдения 
было безоблачным. Вот почему полное солнечное эвтмение ночи» 
тается не во всех подробностях еще до сих пор исследованным. 
В особенности физик желает слышать удовлетворительные ответы 
на многие вопроеы: охлаждение в воздухе, теплота солнечных 
лучей, постепенноесть омрачения, свет прямой, отраженный, погибь * 
лучей вокруг лунной поверхности. Аестроном дорожит евоими 
наблюдениями в этом случае, ках ветречею двух главных для нае 
светил на небе, которых пути до тех пор исследовал | он отдельно [1]. 
Наконец любопытно для каждого видеть, как отвутствием света 
внезамио среди дня бывает поражено в чувствах своих вее то, что 
живет одушевленное в природе. Г. Штруве [*]® представлял 
Академии наук отправить для наблюдений в Дубно, Чернигов, 
Курск и Пензу®, В последний из этих городов, тоже на централь- 
ной черте затмения, предлагал он ехать Г. Симонову, с инстру- 
ментами Казанской обсерватории [*]. Готовясь тогда к отъезду за 
траницу, Г. Симонов принужден был передать поручение Г. Астро- 

+ После пазрания сочинения в оригинало напочатано: (Отче Орё, Проф. Ло- 
бачезского.). См. фотоснимок, помещенный: лерод этой страницей. 

* Изгибание. 

Ф Лобвчевокий в отчето о затмении писал фамилию директора Пулковской 
обсерватории В. Я, Струве в согласии с ее произношением по-немедкл — ИГируве; 
однако в предансании Ляпунову 2! мая 1849 г. ов пишет «Струве» (ем, Модза- 


повскив, стр, 459). 
$ Фраза оотаотся незакончениой. 


38 зЗвн. 240. Н. М. Лобачевевий, т, У. 
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ному наблюдателю МЛяпунову [|], к которому присоединилиеь 
Г. Профессор физики Кнорр [$] и я, желая воспользоваться таким 
случаем для наблюдений физических и чтоб удовлетворить еоб- 
етвенное любопытетво {*]. Г. Ляпунов отправился ранее нае в Пензу10, 
я ве Проф. Кнорром 20 Июня. Инетрументы положены были для 
безопасности в отдельшом устроенном нарочно возке: труба про- 
хождений, ахроматическая большая труба, две малых ахроматиче- 
ских труб, сенстант с искусственным горизонтом, хронометр Бреге, 
магнитный инклинаторий и деклинаторий Гамбе, качательный 
магнитный снаряд, нагревательный снаряд Пулье, пеихрометр 
Аугуста, барометр, небесный глобус и хронометр Бреге с меткой 
{& ройцаве) []. 

Нам желательно было с Г. Кнорром наблюдать поетепенность 
темноты и соединенного с ней охлаждения, как в атмосфере, так 
и в самых солнечных лучах *. Определять эту постенеиность чрезвы- 
чайно затруднительно. | Все до сих пор известные способы фото- 
метрических измерспий весьма недостатотны, в особенности тем, 
что не могут служить для наблюдений над явлениями мгновенвыми. 
Г. Шируве предлагал замечать, как будут показываться звезды 
различной величины. Соображаясь с его желанием, взяли мы © вобой 
‘небесный глобуе, чтобы заранее познакомиться с местами на небе, 
тде во время затмения должно было ждёть появления планет и 
звезд. Отказаться совеем от этого рода наблюдений мы не хотели, 
хотя не надеялись, чтобы невольным обрезом развлеченное внимя- 
ние могло дозволить нам улавливать с верностию те мгновения, 
когда звезды там и сям на небе покажутся. Появление звезд не 
только зависит от их величины, но даже от их возвышения над 
торизонтом, и наконец от света постороннего, который во время 
затмения бывает разлит весьма неровно в атмосфере, Мы с Г. Кнорром 
прилумнвали новые фотометрические способы, но, к сожалению, 
не могли достигнуть вполне желаемой цели. Сначала надеялись, 
что можно будет хорошо судить об освещении по ясности в кругах, 
начерченных на белой бумаге и разделенных черными вырезками 
различной меры [*]. Опыт показал, что яеность в разделении кругов 
далеко не отвечает той поетепенноети, в какой свет уменьшаетея. 


* То-воть повижение температуры в тени и на солнце. 


> 
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Я предложил еще составить снаряд из полупрозрачных пластинок, 
которых бы чиело, как скоро произведет уже совершенную темноту, 
могло служить мерой освещения. В этом способе также заключался 
евой недостаток: свет, поляризуяеь в первых пластинках, приобре- 
тал способноеть проходить легче сквозь остальные. К тому же 
трудно сделать такой снаряд вместе ручным, складным и пепро- 
ницаемым дия постороннего света. Наконец в том и другом епо- 
©0бе, ко всем сказанным уже недостаткам еще присоединяется 
глазный тот, что глаз наше, сначала ничего не примечая в темноте, 
скоро потом в состоянии бывает уже видеть и самый слабый свет [3]. 

Г. Ляпунов, прибыв 15 Мюня в Пензу, выбрал удобное место 
для временной обсерваторви, где и занимался предварительными 
наблюдениями для верной установки своих инструментов, а потом 
определением географического положения. Пасмурная погода до- 
зволила ему не прежде 21 испытать ход хронометра и поставить 
приблизительно трубу прохождений. С 21 по 28 продолжал он 
наблюдения соответственных высот и над прохождением звезд чрез 
полуденник. После чего с верностию можно было полагаться на 
хронометр, который однако ж к сожалению показывал истинное 
время только для Цензы, потому что раз остановился на цути туда, 
в другой на возвратном до Казани []. Широта места вычислена 
53°10'30”5 из наблюдений с 27 Июня до 4 Июля, по способу 
Г. Бесселя, над звездами первого вертикального круга [11]. Из 
прохождений луны чрез полуденник найдена долгота Пензы от 
Берлина 26’50”; из затмений спутников Юшитера, первого — 2%'20°, 
второго—2*6'30”; последнее наблюдение сомнительно. Доволь- 
ствуясь первым и прибавляя поправку 14”,5, находим долготу 
самого города Пензы от | Берлина 2°6’з4",т; от Казани к западу 


16'18",6 во времени; 4°5’ в градусах экватора [!], 

По приезде вечером 28 Июня, на другой день утром поспешили 
мы с Г. Киорром отправитьея в Императорекий сад, расположен- 
ный под евмым городом. Здесь взгляд на временную аетрономи- 
чеекую обсерваторию приятно нас поразил и выбором открытого 
возвышенного места и постройкой удобной, достаточной, под звщи- 
той от солнечных лучей и непогоды. Обязаны свидетельствовать 
нашу благодарность за ревноетное содействие Г. Директору сада 
Магзигу, так же как и за внимание Г. Гражданского Губернатора 


28* 
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Панчузидаева, по приказанию которого градекая полиция охраняла 
целость инструментов и ненарушимое спокойствие наблюдателей 
в их занятиях. Обсерватория была даже местом жительства для 
Г. Ляпунова; & нае пригласил Г. Матзиг в свой дом, которым 
предложением по доброте хозяина мы возпользовались [1]. 

В приготовлениях и совещаниях скоро протекли два дня, хотя 
< нетерпением ожидали мы видеть солнечное затмение. Наконец 
утром 26 Июня проснулись мы весьма рано, но с грустию при 
виде покрытого неба, пасмурной и дождливой погоды. Несмотря 
на то собрапиеь в обсерваторию, поставили зрительные трубы и 
сидели ничего не делая. Уже прошло несколько минут погле 
назначенного времени для начала, как сквозь туман облаков нако- 
нец | ущерб солнца показалея. Г, Ляпунов измеряи секетантом. 
расстояния между оетреями серпа до начала и после ватмения 
полного; замечал также прохождение на микрометре двух краев. 
Не льзя много полагаться на те и другие наблюдения нак но 
трудноети наблюдений этого рода, так и потому, что туман мешал 
лености. Микрометрические измерения дают начало затмения 
в ереднем Пензинском времени 9'9'24".3; измерения секетантом — 
9'10’47",7. Начало и конец, частного затмения не были совсем видии; 
начало полного затмения по хрономстру 9'2'15" 4; конец полного 
затмения — 9"15'14” *; а с присоединением поправки среднее время 
для Пензы будет при начале 9“0’22”4; при конце 9"12'21”; следо- 
вательно, полное затмение продолжалось 2'58",6; средина затме- 
ния в 9'10'51”,7 [4]. 

Астрономические наблюдения делал Г. Ляпунов, которому 
помощником был студент Магзиг. Мы се Г. Кнорром оетавихи для 
себя другого рода занятие: наше внимание обращено было на вамое 
явление, по истине великолепное, хотя многое скрыто было для 
наших глаз под завесой облаков. На месте дневното светила, когда 
последний его луч исчез, явился темный круг; как бы само солн- 
це, но теперь уже черное стояло на небе, В трепетном ожидании 
чего-то неизвестного, с торопливым желанием все видеть, с опа- 
севием чего-нибудь не заметить, стояли мы, зрители, среди при- 
зраков во мраке, с обращенным взором к потухшему солнцу, как 


* Очевидивя ошибка в одном из двух последних моментов, Сы. об этом в при- 
змочании [14]. 
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» обворофженные, постигнутые страхом и беспокойством, вдохновен- 
ные чуветвом возвышенным и торжестлекным. С этим душевным 
волнением так трудно было внимательно наблюдать и замеченное 
сохранить в памяти, что, возвратившись домой, мы находвли нужным 
в разговоре налпем друг друга поверять, так-ли и то-ли мы все * 
видели. Полное затмение поражает сильно всех животных. Птиц 
Фно тревожит в особенности: из лесу поднялись с криком стаи 
талок и грачей, вавились на воздух и потом опять спустились на 
деревья. Перед нами невдалеке паслось стадо, пригнатое сюда 
к этому времени по приказанию Г. Магзига, За криком птиц вскоре 
послыталось мычанье коров и блеяние овец, которые все пустились 
бежать по дороге домой. На Цензинской торговой илощади, где 
продолжалась ярмарка, собралось много народа, Там елучилось 
в 910 время быть одному из моих знакомых, Г. Каховскому ["]. 
Он рассказывал, Что солнечное затмение в начале заставило народ 
толковать и беспокоиться; но когда солнце совсем закрылось, то 
послышались голоса, вероятно городских жителей: ах, что-то 
делается дома; ах, пойти-было домой! С мыелей о преставлении 
света люди пали на колена, с воплем и молитвой ожидали над 
собой страшного суда. Но |первый проскользпувший плут солнца 
прогнал и мрак в природе и страх в сердце людей, Г. Каховский 
любовалея, как черная тень пробежала по равнине, цо горам, и 
скрылась потом за лесом. Персход от чемноты к свету казалея 

в разительнее, чем от света к темноте. В помрачемии | сохранялась 
какая-то постепенность до последнего мгновения, тогда каж первый 
вырвавшийся луч из за лупы вдруг переменил ночь на день, чер- 
ная завеса вдруг упала. Когда затмение оканчивалось, Г. Губер- 
натор, который был зсе время с нами близь обсерватории, подозвал 
к себе крестьян. На вопрос, что думали, они отвечали: ничего не 
думали, но мы перепугались. 

В продолжении полного затмения темный круг луны был окру- 
звен светлым широким венцом. По словам Г. Кнорра, со ветупле- 
нием полного затмения светлый венец; несколько медлил показы» 
валься. Сначала был он растянут в две стороны горизонтальпо, 


+ В орвтинале стоит в, По мпению П, Б. Модеаловекого здесь нужно чи- 
тать — 608, а не ве (Модзалевский, стр. 465). 
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может быть случайным сгущением облаков, хотя случайность эта 
теряет что-нибудь из своей вероятности, как скоро направление 
быпо не другое, но именно горизонтальное [']. Потом светлое 
пятно делалось почти треугольным, уменьшалось, округлилоеь, 
опять увеличилоеь и было под конец по крайней мере вдвое шире 
против солнца. С моим товарищем согласны мы в том, что свет 
на кольце казалея менее близь пунного края, потом сгущался и 
затем постеденно слабел и терялея на небе. Ничего не могли мы 
заметить особенного местами [11]. Свет на венце был сплошным и 
с цепельным оттенком во всех направлениях, как бы свет дневной, 
проникнутый сквозь отверстин на своде, в иространетво напол- 
ненное дымом. Между тем заря, занявшись от горизонта, разливала 
по всему небу хотя чистый, но желтоватый свет, который | отра- 
жалея елабо вокруг нас на всех предметах. Трудно судить, как 
зелика былая темнота; но мы друг друга видели хорошо. Студент 
Магвиг не мог читать книгу, Саженях в 50 от нас, в стаде заметил 
я ‘светлую шерсть, но не в состоянии был различить, на какой 
скотине. Г. Кнорр признал пастуха только по движению и по 
очертанию. Тень от предметов нигде на земле не падала. Свет 
следовательно ео всех сторон приходил равно сильный, от кольца 
вокруг луны, от зари по горизонту, от всех частей неба, Г. учитель 
Пензенской гимназии Трофимов заметил звезлу в самом зените. 
В это время должна была действительно тут проходить Вега. На 
зозвратном пути в Казань сказывали нам многие, что звезды 
видели, даже в городе Буинеке, где затмение не было полное, но 
серп оставался едва заметным [1*]. 

Г. Кнорр, испытывая в поляризоекоп, нашел, что свет кольца 
вокруг луны не был поляризованный [1], тогда как поляризование 
во всей остальной части неба казалось восьма сильное. Этот желто- 
залый поляризованный свет* был отраженаый вет на верхние 
слои воздуха земной поверхности, освещенной вне лунной тени. 
В справедливости такого толковалия ме льзя сомневаться, когда 
свет от обитаемой нами планеты, пройдя вее расстояние до своего 
спутника, падая на темную сго половину, потом отражаясь отсюда, 
приходит снова к нам и дает луне непельный цвет, видимый близь 


+ Свет кольца аари. 


во 


в 
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тонкого серпа в первой четверти. Надобно заметить, что свет от 
земли много теряется, потухает в атмосфере, прежде нежели про- 
никает в пустое пространство; 38 всем тем мы светим на нащу 
спутницу, может быть, еще более, нежели она светит на нас в ясные 
лунные ночи. И так понятно, что во время затмения полным 
отражением лучей на верхних слоях воздуха приходит к нам 
довольно свету, чтобы воетавить эту зарю, которую мы видели 
разлитой по веему небу. Но как истолковать происхождение свет- 
лого кольца вокруг солнца? Ооставляется ли венец этот собетвенно 


‘вокруг солнца, или вокруг луны, или гораздо ближе к вам, в нашей 


атмосфере? Вот вопросы, решение которых представляет узке боль- 
шие затруднения. В заседании Парижской академии наук, где 
присутствовал тогда наш Профессор астрономии Г. Симонов, 
Г. Араго рассказ свой о затмении нынешнего года, которое наблю- 
дал он евм в Перпиньяне, заключил откровенным сознанием, что 
светлый венец и все видимые в нем явления для него совершенно 
непонятны [*‘]. 

* Теперь я привимаюсь уже в другой раз з® совой отчет 
© поездке в Пензу. Первый мой опыт сделался добычею плё- 
мени в несчастный день для Казани 24 Августа ["]. По крайней 
мере вторичный труд мой вознаграждается тем, что могу пользо- 
ваться сведениями, которые между тем до меня дошли в описании 
ввех наблюдений над полным солнечным затмением нынешнего 
тода, Я намерен здесь расемотреть вее предположения, какие 
можно бы еделать о происхождении венца вокруг луны во время 
затмения. 

{| Еще Буге заметил, что солнце в середине светлее, чем ва краях, 
тогда как напротив здесь должен бы свет быть сильнее, на круглой 
поверхности, сжатой для нашего глаза. По своим измерениям нашел 
он от края на расетоянии в одну четверть солнечного полупопе- 
резникь све’ слабее, нежели к середине, в содержании чисел 35 
н 48 ["]. Лаплас заключил отсюда, что солнце должно быть окру- 
жено атмосферой, которая свет поглощает, и так много, что беа 
этой атмосферы солние на нае светило бы сильнее в 12 раз ["*]. 
Мы с Г. Кнорром, паблюдая ход солнечного затмения, не могли 
удержаться, чтобы друг другу не заметить, сколько резким казался 


+ Здесь пбзал сделан релакииой; в тексте Лобачовекого его нет, 


«а 
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край пуны, торда как солнечный ограничивается чертой весьма 
нежной, хотя при всем том явственной и правильно закругленной. 
Это различие в двух пограничных чертах особенно противупола- 
талось в оетреях серпа. И так надобно думать, что свет выходит 
не из одной поверхности, но рождается вместе на какой-то глубине. 
Впрочем, нет еще необходимости, чтоб этот свет брал свое начало 
от солнечного ядра, потом большею частию потухал, проникая 
сквозь этмоеферу. Довольно, что атмосфера вокруг солнца сушще- 
ствует, что евет происходит в ней к ее пределам, как явление 
теплотвора в грубом его переходе из средины, где внутренним 
равновесием он удерживался, к пуетому пространетву, которое не 
противупоставляет уже никакого сопротивления. Эта мысль под- 
тверждает и то мнение Г. Гершеля, что солнце само должно быть 
темным, что светит только вокруг него тонкая | оболочка, что по 
временам и местами эта оболочка, разрежаясь, бывает усеяна чер- 
ными пятнами, Это значит отверстиями, сквозь которые мы видим 
темное солнечное ядро [4]. 

Атмосферы надобно почитать собственным произведением миро- 
вых тел. Еспи 6 они сгущались из той ередины, в которой наше 
солнечная система двигается, тогда бы плотвоеть их была в водер- 
жании* к массе тел, чего не яаходим однако ж по сравнению земли 
с луною [5]. Надобно полагать также, что атмосферы составляютея 
из жидкостей воздухообравных *. Мы знаем, что жидкости текучие 
не могут существовать без наружного давления, следовательно 
должны быть покрываемы по крайней мере тем паром, который 
от них самих отделяется. Правда, что вокруг луны заметной атмо- 
сферы нет, но может быть на ней разлиты такие жидкости, которые 
дают только чрезвычайно тонкие пары. Вокруг волнца, при той 
сильной теплоте, которая в нем сохраняется, без сомнения атмо- 
сфера должна быть воздухообрваная, подобно ках и вокруг оби- 
таемой нами земли. Г. Араго даже доказал, что свет от солнца 
именно с теми свойствами, какие могут принадлежать свету воздухо- 
образных жидких тел [*]. Трудно судить о пределах солнечной 
атмосферы, когда ничего верного не можем даже сказать, как 
далеко простирается воздух над поверхностию земли. Еели при- 


* Т. ©. в отвоении 
* Жидкости воздухообрааные — газы. 
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нимаем в основание, что граница там устанавливается, где тяжесть 
уравновешивается е упругостию *, то находим, | что высота нашей 
атмосферы должна бы в пять раз быть более земного полупопе- 
речника, следовательно восходит до 82060 верет ["]. Это чрезвы- 
зайно большая высота не подтверждается появлением зари, которая 
состоит в освещении верхних слоев нашей атмосферы. Легко понять, 
что упругость воздуха должна вместе уменьшаться с температурой, 
а следовательно гораздо ближе над поверхностию земли уравно- 
зещтиваться с тяжестию. Гей-Люссак в своем аеростатическом путе- 
тчеотвии нашел, что температура в воздухе уменьшается однам 
градусом сотенного термометра на 175 метров или 82 сажени. Если 
так охлаждение продолжается в воздухе до самых его пределов, 
то высота атмосферы будет выходить не более сотой части земного 
полупоперечника, около 57 верст, а температура должна бы пони- 
зжатьея до 850 сотенных градусов [*]. Тажим образом уже высота, 
делаетея слишком малой, а температура слишком низкой. Другое 
предположение, что температура в этмоефере так же уменьшается, 
как при нагревании твердых хеп, в геометрической прогрессии, 
ведет к заключению, что воздух простирается на 30 часть земного 
полупоперечника, или на 190 зерет, а температура доходит до 
200 градусов ниже нуля, —выводы более других вероятные [2]. 
Г. Пулье недавно предложил теорию, которая во многих*“отноте- 
ниях оправдывается различными наблюдениями и согласно с которой 
температура на пределах нашего воздушного неба должна быть 
не выше — 144°С [3]. Фуррье*, неизвоетно впрочем в следствие 
какого рода вычислений, утверждал, что температура пустого 
пространства, где двигается наша солнечная система, должна быть 
не выше — 50° [#1]. Если теперь эти понятия применяем к солнеч- 
ной атмосфере, то со веей зероятностию должны думать, что 
вокруг солнца воздухообразная жидкость простирается далеко выше 
всех неровностей твердого ядра; что пограничные слои к пустому 
пространству, в переходе к весьма низкой температуре, произво- 
глубине 


дят явление света, который начнпается на значительно: 


$ Несомненная ошибка: должно быть «е центробежной силой», См. приме- 
чапие |. 
* Так в оригинальном иадьнии. Правильно — Фурье (7. В. Ропчег). 
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в солнечной атмосфере. Если бы теперь какие нибудь твердые 
части выдавались вон из этой атмосферы, то во свойству таких 
тел, остынув в чрезвычайно холодной ередине, они казались бы 
пам постоянными черными пятнами, которых однако ж на солнце, 
кроме подвижных, совсем не нримечаем [*]. Еели Гг. Тулузские 
астрономы и Г. Шумахер видели во время последнего полного 
затмения светлые, розового цвета возвышения на лунном крае, то 
после всего сказанного здесь, трудно согласиться, чтоб эти возвы- 
шения могли быть солнечные горы []. 

Светлый венец вокруг еолнца не льзя почитать за вторую ол- 
нечную атмосферу, кроме той, которая нас освещает; по крайней 
мере, ссли под атмосферой хотим разуметь всегда жидкую средину 
вокруг ядра в одинаковом е ним обращательном движении [№]. 
В таком случае атмосфера должна представлятьея сжатой от полю- 
сов обращения к своему экватору. Хотя солнечное кольцо, как 
нам казалось, занимало на небе до 2 градусов » ширине своей, и 
хотя атмосфера при такой обширноети может еще держаться 
в равновесии, но сжалие должно бы происходить весьма сильное [3]. 
Между тем оно никем не было замечено, ни в последнем, ни 
в прежних солнечных затмениях. Расширение, которое мы видели 
в вачале, именно потому, что направление было горизонтальное, 
скорее мадобно приписать нашей земной атмосфере или случай- 
ному расположению в облаках [*]. Наконец объяснить надобно те 
особые принадлежноеги*, которые никак не льзя допуекалть в ©0- 
ставе воздущной атмосферы, потому что производнть их обраща- 
тельное только движение не может. Рассказ о наблюдениях в этом 
отношении весьма разнообразен. В Нарбоне * видели на юговосточ- 
ной чаети лунного круга, в пространстве 45 градусов, сноп лучей 
неправильно раскинутых. От крайних лучей свет был слабее внутри 
снопа, от енопа в обе стороны ровный, но на конце веверозападном 
выходил конусом, сгущаясь в острее. Г. Професеор Симонов в заее- 
дании Парижской академии наук слышал, как Г. Араго описывал 
явление совсем иначе по своему наблюдению. В Перпиньяне видел 
он вокруг солнца светлый венец из лучей прямых и потом загну- 


* Смысл таков: наблюлениые особенности, 
* Так ь оригинале. Правильно: «Нарбонне». 
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тых подобно плицам в колесе Пенселе * [3']; лучи выходили под 
различными углами к солнцу, даже в линиях касательных, и 
зообще давали венцу вид многоконечной звезды. В Монпелье также 
заметили, что край югозападный и северовосточный светил * сильнее; 
что на первом в начале показалась багряная чертв, потом на 
северозападном такого же цвета возвышение в 457; | наконец еще 
два на востоке с раздвоенной вершиной. Аетроном здесь находил 
большое сходетво лучистого венца в раепущенными но ветру воло- 
сами 2. Мы видели в Пензе, как я4сказал уже выше, свет около 
солнца в назале растянутый, потом треугольный, наконец ровный 
сплошной, или с некоторым разнообразием, от неодинаковой 
тустоты вероятно в облаках, но без особенных принадлежностей 
евмому веппу?. Г. Ляпунов заметил в начале полного затмения 
на югозападном краю луны небольшое, может быть до 11/, минуты, 
возвышение красного цвета, потом недалеко к северу показалоеь 
еще раздвоенное возвышение [*]. Вот это разнообразие, замечен- 
ное с различных мест наблюдения, мудрено толковать, допуская, 
что венец производит каким нибудь образом само солнце вокруг 
себя. Если бы требовалоеь объяенить только лучиетый неровный 


состав венца, тогда бы можно было прибегнуть к предположению, 
что тонкое вещество, раз отделявшиеь от солнца, двигается 


силе. Это 


в чрезвычайною скоростию, повинуясь отталкивающе: 
бы значило принимать солнце за большую комету, окруженную 
весьма пространной атмосферой. Далеко растянутый хвост комет 
на стороне, противоположной от солнца, заставляет думать, что 
здесь отделяется вещество, которое солнцем отталкивается. Это 
действие солнечных лучей или самого ядра в солнце весьма хоропю 
можно видеть, как мне случилось и самому наблюдать в 1832 году, 
на комете Энке, которой атмосфера представляет еллицсоид, вытя- 
нутый прочь от солнца. Подобным образом и в самом | солнце 
могут заключаться частички, которые, сделавшись свободными на 
поверхности ядра, разлетаются в разные стороны, по различным 


* Так в оригинале, Правильно: Ноноеле, 

* Правильнее было бы: «что края того-запациый и северо-восточный светини», 

© См. примечание [29]. 

$ Сыщел конша этой Фразы таков: «...но без особенностей, принадлежащих 
свмому венцу». Лобачевский хочет этим отметить, что у солнечного венда не нзб- 
дюдалось каких-пибо опроделенных очертаний в целом или в отдельных частях, 
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направлениям, различно сгущенные, е быстротой, где круговое 
движение солнца пе может уже быть чувствительным. Это пред- 
положение не льзя донуетить однако ж ео веей вероятностию, по 
причинам, о которых упомянул я выше [*]. Действительно, в таком 
случае должно бы, кажется, ожидать гораздо более согласия в наблю- 
дениях. Мы знаем, чта светлые атмосферы вокруг комет от времени 
все бодее и более уменьшаются. Знаменитая комета Галлея, которая 
в прежних своих появлениях поражала всех ужасом, расстилая свой 
хвост до трети неба, пришяа к нам в 1885* году, окруженная 
светом очень скудным [4]. Напротив, светлый венец вокруг солнца 
бывает различной величины, не представляя ириметного постоян- 
ного уменьшения. В 1567 году полное солнечное затмение приняли 
за кольцообразное: следовательно, кольцо вокруг луны показалось 
остадком в солнечном круге. В начале 1605 года видели полное 
затмение в продолжение нескольких мгновений, и темный круг 
луны казалея окруженный светом, который распространядея на 
большую часть неба. Плантад и Кляпье рассназывают, что оня 
видели, в 1706 году, полное солнечное затмение: вокруг луны было 
белого цвета кольцо шириной около трех минут, следовательно не 
более двенадцатой части лунного поперечника. Галлей описывает 
полное затмение 1715 года: за несколько секунд до настунления 
полного затмения луна показалась окруженной | бледным светом, 
может быть шириною в десятую * или двенадцатую чаеть своего 
поперечника. Это же затмение наблюдал Французский академик 
Лувиль в Лондоне. Кольцо вокруг луны казалось ему веребристого 
двету, гуще к внутреннему краю, слабее к окружности, которая 
за всем тем однако ж ограничивалась чертой определенной. В этом 
кольце свет промежутками? был различной густоты. Лувиль учвер- 
ждал, что кольцо было одноцентриым е луною; напротив, Маральди 
пашел при залмении 1724 хода, что кольцо в начале было шире 
к запалу, в конце к востоку. В 1778 году Иепанекий адмирал 
Уллоа наблюдал полное затмение, о котором пишет: кольцо вокруг 
луны поБазалось чрез 5 или 6 секунд поеле началя полного затме- 


* В оригинлле ошибочио напочатано: 1838. 
* В оригинале отибочпо налетьтано: дзеятую. У Гаплоя — десятую; в «Журнале 
Миниотеротва Народного Просвещения» (см, стр. 494 наст. тома) нанечасано верно. 
Ф Очевидно, — промежутками по направлению лучей. 
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ния, пропало в такое же время до конца, составляло около шестой 
части лунного поперечника, внутри было красноватого, далее 
желтоватого, наконец в окружности совершенно белого цвета. По 
местам из кольца выходили пучи, дляною в лунный поперечник. 
Бовдичь и Ферре* 1806 года видели полное солнечное затмение 
в Америке. Венец был одноцентрным с луною, 8 минуты в ширину, 
перловой белизны; из краев выходили лучи, простираясь градуса 
на два [4]. ——Те же явления новторялиеь, следовательно, всякий 
раз, но в различном только размере. Еели мы видели в Пензе 
венец гораздо шире, то нет сомнения, что причиной тому было 
иаемурное небо. - 

Келлер, рассуждая о затыении 1598 года, светлое кольцо думал 
объяснить или воспламенением эфира вокруг солнца, | или прело- 
млением лучей в лунной зтмоефере [*1. Первое объяснение не 
заключает в себе ничего, кроме понятий неопределенных и пред- 
положений без основания. Второе допускать не льзя потому, что 
вокруг луны атмосфера, если существует, должна быть ничтожная, 
которая не может быть причиною приметных явлений. В послед- 
ствии опыты Фложерга, Делиля и Майера, кажется, наклонили 
астрономов более к тому мнению, что кольцо происходит от поги- 
бания лучей близ лунной поверхности [+]. Фложерг, подражая 
ватмению, подвешивал темный шар против солнца, и брошенную 
тень принимал на полотно. Когда видимый полеречник шара 
составлял 1964”,6, то в средине тени появлялась светлая точка, 
которвя, е приближением полотна, расщирялась, и накопец, когда 
видимый понеречник шара доходил уже до 474654", распростра- 
нялась на всю тень слабым полуеветом. Поперечник солыьпа был 
вымерен при опытах в 1927”,76, почти равный с поперечнциком 
шара в то время, когда свет внутри тени соединяется в одну 
точку. Подобное бываст и в солнечном затмении; откуда Фложерг 
заключил, что кольцо происходит от лучей, которые, погнувшись 
у лунной новерхности, проникают в ередину тени. Одыты Делиля 
были в том же роде, но явление думал он ириписаль разносу 
лучей (пта@Фамоц), тогда как оно собственно заключается в поги- 
банни света (шИехюп). Повторяя опыты Фложерга, хотл не делая 


+ Тав в оригинале. Правильно: «Реррер (Регтог). 
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самых измерений, мы е Г. Професеором Кнорром нашли то же. 
Впрочем, погибание лучей в середину тени физикам известно 
хорошо; но теперь остается сделать из этого применение к кольцу 
в затмении. Цо теории вытекания (бицаыют) надобно предполагать 
действие темных тел на свет только в неприметном расстоянии, 
а следовательно луч, погибаясь у поверхности темного тела, должен 
за тем уже продолжать свой путь по прямой линии. Теперь пря- 
мая, от наблюдателя до внешнего края на светлом кольце, прохо- 
дит мимо луны на расстоянии по меньшей мере в одну двекад- 
цатую долю лунного поперечника — расетояние слишком большое, 
чтобы здесь могло происходить какое нибудь действие на свет. 
Эта теория вытекания, придуманная Невтоном*, предполагает еще 
в светлых частичках попеременную наклонность отражаться или 
процикать [**]. По такому свойству своему луч может сначала 
принимать кривизну темного тела, потом, изгибансь в противную 
еторону, приходить уже к нашему глазу; но в таком случае 
последнее яаправление будет по прямой, которая падает на темное 
тело. От этого край, из за которого свет приходит, будет нам 
казаться прозрачным или выщербленным в том месте, где светлое 
тело начинает скрываться за темным, кар это действительно всегда 
так и бывает. Вот почему покрытие звезды луною замедляется 
до 81 секувд времени, в продолжении которого звезда как бы 
продолжает уже свое движение по лунному кругу, или другими 
словами, луна в этом месте бывает как бы вырезанной. Это заме- 
дление должно бы составлять около 50” в дуге по наблюдениям 
Сежура, Мешеня и Лекселя {Н1збюе 4 !'Авёгопопые, раг Оеал ге) *, 
тогда как Лемёнье® | назначает не более 13” {]. Сжатие в видимой 
величине планеты Венеры, когда проходит она но солнцу, оказы- 
вается еще менее, около 6 секунд {*], вероятно потому, что край- 
ние погнутые лучи к средине тени по слабости своей делаются 
нечуветвительны для глаза при солнечиом сиянии. Этой же при- 
чине издобяо приписать и все разнообразие в замедлении авезд, 


* Фамилия Ныютойв в других местах тонотз «Ученых записок» пишется: 
_Нютон; здесь — исключение. 


* Бе] щьго — Нюше 4е ГАзхговоние за дрквшиело все, 827 (стр. 118, 
721—122). 
© Обычное написание: Лелонье (Ге Мошиет). 
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емотря по тому, какой величины самая звезда и какая часть луны 
бывает освещена. И так от погибания лучей луна во время затме- 
ния должна быть окружена светом, который, собственно, предста- 
вляет не расширение солнечного круга, но ежатие лунного, и 
который ни р каком случае не может составлять более г лунного 
полеречника, тогда как его находят от 5 до в; а мы в Пензе 
видели сквозь облака приметный свет шо крайней мере на 2 гра- 
дуса по небу |]. Скажем и то, что погибание лучей должно бы 
давать свет сильнее к наружному краю. Хотя некоторое послабле- 
ние* заметил я близ самой луны, но вообще явление происходило 
совсем в другом роде. 

Переходим теперь к другой теории, Декарта, сильно ноддер- 
живаемой Гугенеом и потом Эйлером, известной под названием 
системы волнений (опа 015), которой физики принуждены были 
во веех отношениях дать преимущество, особенно когда Г. Юнг 
прибавил к тому лерекрестывание лучей (ниеегерее) [8]. Поль- 
зуясь этой тсорией и е помощию своих новых предположений, 
Френель вычиелял гиперболическую линию в уклонении света, 
подтвердил эту кривизну действительным измерением, наконец 
хотел уже здесь видеть несомнительное опровержение системы 
Нютона [®]. Не прямое движение света, после того как он прошел 
мимо темного края, приличнее называть раздравывением (Атас Нот), 
следуя системе волнений, нежеци позибиниемн (аИезоп), которое 
должно быть постоянным при всяком размере непрозрачного тела, 
завися, по теории Нютова, от действия только в неприметном 
расетоянии. Система волнений, с предположением к тому Френеля, 
достаточно нам объясняет, каким образом возле пограничной черты 
на тени, в обе стороны, ложитея кайма Гримальди, где красный 
цвет уклоняется всегда менее, следовательно менее покрывается 
другими, отчего бывает тоеподетвующим, когда тень происходит 
от еложного солнечного света [У]. Нет сомнения, что багряная 
черта, которую видели в Монпелье по краю луны, была явлением 
в этом роле. Г. Ляпунов в Пензе заметил эту черту даже сквозь 
облаков. Покудь не наступало полнов затмение, мы с Г. Кнорром 


* В «Ученых записная» стоит во ослабление, ь погибанце, В «Журнале мини- 
стеретва народного просвощепия» (ем. стр. 498 изст. тома) яваечатано — и, несом- 
ненно, правильно — послабление. 
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долго любовались яркой красной чертой на солнце воёле лунного 
края; слабый отблеск видел я также на темной половине х верху [1]. 
Мне кажется более основательным приписывать тому же разбра- 
сыванию лучей от лунных гор и происхождение тех возвышен- 
востей, которые были замечены каш бы выдвинутыми из-за луны. 
06 них упоминает и Г. Ляпунов, назначая величину до а минуты, 
слишком уже большую для гор на саыбм солнце, чтоб это поелед- 
нее мнение могло казаться сколько нибудь вероятным, тогда как 
окрашенная кайма красным | цветом вне тени, брошенной незиз- 
чительным возвышением луны, легко может достигать до такого 
расширения на расстоянии до нашей земли [9%]. Что же касается 
до еветлого кольца, то хотя кривизна лучей и подает с первого 
раза повод предполагать здесь именио такое направление, которое 
бы свет расширяло для наших глаз вокруг луны, ио вникнув, 
каким образом это направление должно быть определено, находим, 
что кольцо так же мало может быть произведено разбрасыванием, 
хак и погибанием лучей. Юнг доказал наблюдениями, что кайма 
пропадает внутри тени, как екоро другой край темного тела закры- 
вается; следовательно, для каймы необходимо взаимное действие 
двух краев, которые Френвель и принимает за место, где начинают 
образоваться новые волны. Эти последние волны почитает ок 
единственной причиной, почему свет распространяется внутри тени, 
так что здесь в согласном перекрестывании свет усиливается, 
в противоположном — уничтожается. Если тажим образом пветные 
полосы могут образоваться на всяком месте, внутри или вне тени, 
то направление света по теории должно быть всегда перпендику- 
лярно к поверхности составной волны. Возьмем теперь в пример 
освещениое место в самой ередние тени. Сюда волны приходят 
от всех краев одинаково; нормальная линия составной волны 
должна, следовательно, быть направлена к центру луны, но не 
выходить вон за темный круг. Из других мест внутри тени нор- 
мальные принимают различные изправиения, которые тем ие менее 
все без исключения выходить вон из | тени не могут, чтобы воета- 
вить потом светлое кольцо зокрух луны [*}. 

Систему волнений не льзя справедливо называть теорией, а только 
выражением тех явлений, которые желают объяснить. Истинная 
теория должна заключаться в одном простом, единствениом начале, 
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откуда движение берется, каж необходимое следетвие, со всем 
<воим разнообразием. Еще Пуаесон в письме к Френелю (Аппа]ев 
4е СЬ. её 4е РЬ., 1823, р. 270*) заметил нееообразности, как скоро 
хотим итти далее тех случаев к которым теория волнений при- 
<лособлена {*]. Говорить о волнах, значит основывать все сужде- 
ние на том, что в строгом емысле не сущеетвует, подобно тому 
хак мы говорим о линиях и поверхностях, тогда как в природе 
находятся только тела. Теория волнений представляет верно неко- 
торые законы в явлениях света, но не дает еще понятия, в чем 
‹существенность заключается. То несомнительно, что пространство 
новсюду наполнено центрами, откуда вытекает или сина притяга- 
тельная или силе отталкивающая; что центры таким образом 
между двух противоположных сил держатся в равновесии; что 
нарушение равновесия бывает или причиной изменения совершен- 
ного, или только колебаний внутри тел [*]. Г. Коши первый ваду- 
мал этим путем идти в изложении теории для вета. Однако ж, 
предполагая качания для частичек эфира, ке принимает в рассуж- 
дение того, как это движение должно начинаться; почему свет 
пробегая всегда прямую линию, не примечается | более на прой- 
девиом пути, тогда как еще качания должны бы продолжаться? 
Т. Коши доказывает эллипеондное движение частичек в их 
качании; затем в трех осях эплипеиса произвольно хочех до- 
пускаль две оби для поляризвции и третью ось для явлений 
теплоты [5], 

Г. Профессор Кнорр однажды зв разговоре ео мной остроумно 
заметил, что нет еще доеталочной причииы вооружаться против 
теории Нютона, так же как неблагоразумио было бы не пользо- 
ваться преимуществом другой системы. Можно верным остаться 
теории Нютона, прибавя только, что поток эфира, ветречая пре- 
пятетвие на пути, приходит в волнение, подобно тому как вода 
в реке встретив плотину, поднимается волной, разделяется на две 
струи, между которыми происходит пустота, наконец вода соеди- 
няется енова в общий поток; или подобно воздуху, который ветре- 
зая препятетвие, также волнуется, разделяется на два потока, 
с пустотой между ними; волнение здесь производит иногда звук 


+ Виблиографические данные см, в примечании [н] вв стр. 478. 


20 Зав. 2818, Н. И, Побаченсний, т. У. 
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и прежнее течение за пустотой восстановляетея. Надение воды. 
за плотиной и пустота, воздухом оставляемая за стеной, отвечают, 
вледовательно, брошенной тени позади непрозрачных] тел; стре- 
мление воды или воздуха с двух сторон сливаться вместе пред- 
ставляет нам уклонение слета к средине тени. Таким образом две 
теории соединяются в одну для толкования всех явлений света [5"].. 
Оставалось бы решить, какою силой в эфире надобно заменить 
тяжесть воды или упругость воздуха; при том выбрать эту силу 
так, чтобы самая большья часть светлых частичек сохраняла. 
прямолинейное движение — отличительная принадлежность света. 
Этот вагляд приобретает тем более вероятности на ввоей сто- 
роне, что предетавляет теорию света с теорией теплоты в. 
той же тесной связи, в какой находятся самые явления; тогда 
хак сиетема волнений оставалась без зенкого применения ко 
всему тому, что мы до сих пор из опытов уже хорошо знаем 
о нагревании тел. 

Рассуждая во всей обширности, нс стесняя себя никакими пред- 
положениями покуда без необходимости, надобно думать, что. 
частички света в евоем источнике получают как погонное, так 
и качательное движение. Первое можно почитать причиною как 
освещения, так и нагревания, разумея здесь динамическое действие 
соединенным с накоплением теплотворя от проникнутых частичек 
внутрь тела. Наконец в качательном движении можем отыскивать. 
происхождение цветов и веех явлений поляризованного света [*]. 
Я не берусь еще на таких новых началах построить всю теорию, 
но последнее солнечное затмение, которого был я свидетелем, 
подало мне повод к этим замечаниям, тем более что почен евоей 
обязанноетию еказаль что-нибудь о светлом кольце вокруг луны. 
Мое мнение таково, что ни погибание (шНех!оп), ин разбравывание 
лучей (а тасМоп) не в состоянии производить подобное явление. 
Погибание лучей уменьшает во время затмения видимый попереч- 
ник луны, следовательно солнце должно выставляться кольцом, 
но кольцом тоцким, не шире | нескольких секунд, как должно 
заключать по замедлению в покрытии звезд, где величину поги- 
бания наблюдают вполне. Разбравывание лучей, напротив, нискольво 
не участвует в образовании кольца, и даже не бывает чуветви- 
тельно в средине тени, где бы должно обнаруживаться красным 
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цветом, как таким, который в кайме Гримальди другими не покры- 
вается. Повторив опыт Фложерга*, могу сказать только, что хотя 
видел я свет вокруг темного края, но енет в том же роде, как 
видиы его близ непрозрачных тел, куде бы к освещенной части 
неба ни обращались, На расстоянии, где темный шар одинаковой 
величины © солнцем, красный свет появляется в еередине, потом 
< уменьшением расстояния хотя расширяется по всему темному 
кругу, но вон не выходит и кольца не составляет. 

'На образование кольца вокруг луны можно подозревать боль- 
шое влияние воздуха. Чтобы судить об этом влиянии, позволил 
я с0бе в начале, с некоторой подробностию даже, говорить о гра- 
ницах и составе нашей атмосферы. Первое, что надобно заметить 
в этом отношении — понижение температуры во время затмения. 
Наблюдения делал Г. учитель математики в Пензинекой гимназии. 


Хватунов. 
26 Июня 1842, утром, 8* 0’... {155,2 
815... 144 
830... 147 
845... 145 
р 90... 34,0 
911... 13, 4 начало нолн. затмен_ 
930... 139 


Показания термометра в градусах Реомюра. Ветер бып юго- 
западный, весьма тихий; барометр стоял на 727,9 миллиметрах 
и приметно не менялся, И так, самое большое падение термометра 
составляло 1°,8, несмотря на то, что за продолжительным дождем 
с утра небо начинало проясниваться, отчего воздух должен бы 
нагреваться скоро |]. Если теперь от лунной тени произошла 
в температуре столь значительная разность У земной поверхности, 
то без сомнения на границах самой этмоеферы должна быть ата 
разность чрезвычайно резкая, особенно в том месте, где тень раз- 
траничивалась со светом. Поеле чего делается вероятным, что сол- 
нечные лучи, менее других погнутые близ луны, следовательно. 
самые обильные светом, должны преломляться в отененном воз- 


* Относительно каймы Гримальди см. [№]; об опытах Фложерга вм. [#8], 
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духе так, что большая часть из них могла приходить к нашему 
тлазу в том самом направлении, какое требуется для произведения 
вольца вне темного лунного круга. От охлаждения должно проие- 
ходить движение в воздухе: стремление со всех сторон в тень, 
и течение к низу внутри тени. Это движение, соединенное с дви- 
жением самой тени, вероятно причиной и неравного преломления, 
которое в светлом зенце производит искривленные полосы. Может 
быть присоединяется к тому различное состояние воздуха на гра- 
ницах атмосферы, представляя переход к жидкому капельному, 
|деже к твердому телу, при чрезвычайном холоде в прикосновен- 
ном пустом пространстве. Итаю, не мудрено, что здесь бывают 
внезапные превращения, которые по временам и местами дают 
<олнечным лучам особениое направление, отчего происходит явле- 
няе, какое находим в описании Уллоа [$]. 

Может быть светлое кольцо вокруг луны составляет явлевие 
более сложное, нежели как я здесь его представил, и кз вообще 
все явления света фиаики до сих пор разумеют [“]. Возьмем в при- 
мер освещенные тела, которых отраженный свет обыкновенио при- 
нимают, с одиой <тороны, слабее в содержании в квадрату расстоя- 
ния, с другой усиленным в том же содержании ежатием видимой 
величины. Между тем, если напряжение света должно быть неза- 
вивимым от расетояния, то трудно понять, каким образом наша 
мрачная земля на весьма большом расстоянии делается светлым 
пятном, подобно прочим планетам и луне. Мы видим, что облако 
здали гораздо более светится, нежели тот туман, которого вид оно 
должно принять, когда мы к нему приближимся. Представим 
себе светлые тела, размещенные с промежутками на такой глубине, 
что свет от них кажется непрерывным. Теперь в конусе видимой 
величины 8 важдым челом должны скрываться другие, которых 
ввет уже до нашего глаза не доходит, и число которых будет 
тем более, чем ближе находимся к куче тел. Отеюда необходимо 
происходит уменьшение в свете, которое совсем ме предполагают, 
доказывая равную силу в освещении на различных расстояниях. 
По примеру таким обрзвом скученных тел можем заключать о всяком 
теле, которое должно разуметь собранием атомов, размещенных 
из расстояниях. Без еомнения, не в этом одиом состоит усиление 
«вета на большом удалении, Трудно согласиться, чтоб от этой одной 


= 
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причины наша темная земля могла принадлежать на небе в числу 
светлых планет. Мысль, что на планетах плоскости в различных 
направлениях отражают свет, эта мысль не может быть допущена 
даже для металлических * зеркал, в противность основного поня- 
тия, как мы внутренний состав тел должны себе предетавлять. 
За тем какие зеркальные трани свет может встречать на тумане 
в облаках ипи на тонких парах кометного хвоста, чтоб отразившиеь 
приходит[ь] еще приметным для нашего зрения? Предположение, 
что свот, коснувшись твердого тела, заставляет каждую точку 
делаться новым центром волнения, это предположение Френеля 
хотя произвольное, подтверждается тем не менее на самом деле [82]. 
Не льзя сомневаться, чтобы свет в прикосновении не возрождалея 
снова, чтоб это возрождение не было тем сильнее, чем более вопро- 
тивления для света, чем разительнее, следовательно, переход из 
одиой средины в друхую. Когда теперь идем от этих положений, 
то делаетен вероятным, что в прикосновении света поверхность 
нашей атмосферы сама начинает светить, и что в кольце вокруг 
луны мы видим танже собственный свет от верхних воздуш- 
ных | слоев, подобно тому как эта тонкая оболочка нашей земли 
должна тореть ярким светом для жителей на прочих планетах 
и на луне [3]. 

Вот все, что мог я сказать за моих товарищей и за себя, как 
очевидцев полного солнечного затмения в Пензе. Г. Ляпунов свои 
наблюдения изложил особо [%]. Пользуясь нашим пребыванием 
в атом городе, мы сделали также несколько магнитных наблюдений. 

Для магнитного наклонения был употреблен снаряд и стрелка 
работы Гамбея в Париже. Два ряда наблюдений сделаны, как 
обыкновенно, ‘с перекладыванием и перемагничиванием стрелки. 
Первый ряд дает 65°33’,25; второй 65°34',19. Однако ж мы заме- 
тили, что стрелка Гамбея в одиом конце принимала более магне- 
тизма. Наблюдения с другой стрелкой, приготовлениой в механи- 
ческом заведении нашего университета, дали магнитное наклонение 
66°19’,9. Прежде того 21 Октября 1886 года Г. Профеевор Кнорр 
определил в Пензе наклонение 66°19’,1- 


* В «Курньле министерства народного просвещения» (и у Модвалевекого) 
место металлических напечатано натенатичесвих. Это -—- безусловное искажение 
текоть Лобачевекого. 
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Магнитное отклонение в Пензе Г. Ляпунов находит как 
среднее из своих наблюдений для северного конца 1525/74",7 
® востоку. 

Горизонтальное напряжение магнетизма можно заключить из 
сравнения наблюдений, сделанных тем же снарядом в Казани 
и в Пензе, при равных дугах качания [$]. 


| 1886 июня 29. В Казани, время 10 качаний при 0° В 50”, 35 


1836 октября 22. В Пензе... 487,187 
1842 июля 18. В Казани... ........ «507,391 
1842 июня 25. В Пензе... тес. . 48",156% 


В отношении к физичеекой географии город Пенза заслуживает 
внимание своим гористым положением и потому климатом более 
суровым, нежели как бы должно было ожидать, судя по геогра- 
фической широте. Эта возвышенность, открытая на пространную 
отель к востоку, бывает причиною грубых перемен в температуре 
и составляет отличительную принадлежность стран в соседотве 
с северной Авией. Особенно весной, поеле теплой погоды в апреле, 
когда плодовые деревья начинают уже цвести, северозападный 
порывистый ветер приносит холодный дождь и даже снег. В Казани 
1842 мвя 31 снег покрыл совершенно землю; в это же время тер- 
мометр в Пенае спускался до нуля, снежинки летали по воздуху, 
хотя таяли, падая на землю [%]. Далее к Саратову, на равнинах 
по берегам Волги, с уничтожением гор, климат делается столько 
теплым, что раетет уже виноград. Пенза хорошо выбрана местом 
для сздоводства, которому принуждены здесь учиться кзк исвус- 
<тву, тогда как в южной России на согретой почве, под благо- 
приятным небом, не нуждаются и пренебрегают пособием для 
природы, без того богатой растительною силой. Напротив, по- 
добное небрежение к северу быввет причиною неудач, в кото- 
рых по незнанию дела часто хотят обвинять несправедииво самое 
‹адоводетво [6]. 

* В „Журнале министерства народного просвещения» эти числа заменены 
оследувищими: 50%,36; 487,087; 507.391; 487/165, Причины таного расхождения вв 
улалось установить. В статье Н. И. Иванова «Ученые собрания профессоров Казан- 
«кого унмверситета» (см. стр. 497 наст. тома) приводятея некоторые числовые 


результаты ив сообщения Лобачевского © зачмении, в частности, вместо двух 
‹оследних чисел дается 687.301 в Пензе (явная ошибка} и 487,156 в Казани. 
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«з | Гориетое положение ‘Пензенской губернии неё представляет 
никажой правильности в своем образовании, тогда как от Симбирска 
до Казани господочвует одна только возвышенность правого берега 
Волги, от которой в Симбирекой губернии начинается уже степной 
вид полей. Г. Кнорр полагает, что вода на земиой поверхности 
сначала долго пребывала запертая в случайных углублениях; потом, 
проложив себе дорогу, произвела реки, где течением углубилось 
дно и придало возвышенность берегам, которые может быть совсем. 
и не должно почитать ав ветви горных хребтов, Такое миение совер- 
шенно подтверждается при первом вэгляде на холмистую поверх- 
ность Пензенской губернии. Падение реки Свияги произвело 
в высоком Волжском береге разрыв, где в промежутках еще видны 
остатки. На одном из таких возвышений упеленного берега построен 
тород Свияжев [%]. 


ПРИМЕЧАНИЯ 


2] Перед наблюдателями полного соливчного затмения 26 июня 
(8 вюля нов. ст.) 1842 г., которое ожидалось в Европе поеле длитель- 
ного нерерыза, впервые встала важная цель — разрешить ири домощи 
физических наблюдений зопросы, связанные © природой Солнца и с 
явлениями, происходящими при залмениях на поверхности Земли и 
в ев атмосфере. Лобачевский овобо обращает внимание на эту, самую 
актуальную в ту эпоху, сторону наблюдения затмения, вместе с тем, 
выделяя февомены, предположительно вытекающие из теории света, 
как погибь (изгибание, диффракция) лучей Солнца. 

Астроном в старом емысле слове, в отличие от физике, должен 
был решать только задачи, относящиеся к положениям светил на небе; 
он использовал затмение для определения относительных координат 
Солнца и Луны при особо благоприятных условиях. 

При наблюдении солнечного затмения различают четыре так назы- 
ваемых контакта. Первый контакт соответствует началу частного затые- 
ния (внешнее касание круглых дисков Солнца и Луны); второй и третий 
контакты — началу и концу полной фазы (внутренние касания Солнца 
< Луной); четвертый, или последний контакт —коицу затмения (внеш. 
нее касвние дисков). В случае полного затмения диск Луны, конечно, 
должен иметь больший диаметр, чем солнечный диск. Еели же Солнце 
во время затмения имеет больший видимый дявметр, чем Луна, то 
второй и третий контакты будут внутренними касаниями Луны © Солн- 
цем, соответствующими вачалу и кочпу кольпеобразного затмения 
(так как в промежутке между этими контактами темный диск Луны 
будет окружен светлой каемкой Солнца). 

Из наблюдений моментов контактов можно получить относительное 
положение центров Солнца и Луны на небесной сфере, что важно 
для проверки таблиц их движения. При этом должно быть известно- 
положение наблюдателя в пространстве, для чего, в свою очерель, 
требуется точное знание его гоографических координат на земной 
поверхности. 


1 В. Я. Струве (1793—1864) — крупнейший русский астроном, 
экадемик, основатель и первый директор Главной обсерватории в Пул- 
кове. 
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[8] И. М. Симонов (1794—1855) — профессор астрономии и директор 
астрономической обсерватории Казанского университета, участник. 
знаменитой экспедиции Беллиногаузена и Лззарева в Антарктику 
в 1819—1821 гг. 

У первого профессора астрономии в Казани И. А. Литтрова вместо. 
обсерватории имелось только небольтое и неудобное для наблюдений 
помещение п очень мало инструмевтов. Современное здание универси- 
тетской обсерватории было выстроено в 1884—1836 гг. при самом 
непосредственном участии И. М, Симонова и Н. И. Лобачевского, 
бывшего председателем строительного комитета. Обсерватория была 
открыта в 1838 г., причем для нее был приобретен ряд первоклассных 
но тому времени инструментов (9-дюймовый рефрактор, большой лас- 
савный инструмент, несколько позже —-меридианный круг, многие. 
другие инструменты)1). Вскоре после повадки Лобачевского и Ляпу- 
нова на затмение здание обсерватории сгорело при страшном пожаре 
Казани 24 августа 1842 г, (Симонов в это время был за границей). 


[] М. В. Ляпунов (1820—1868) —с 1840 г. встроном-наблюдатель, 
с 1850 г. директор Казанской университетской обсервалориа, в 1855 г. 
ушел из Казанского университета. См. о нем во вводной отатье *). 


6] 9. А. Кнорр (1805-1879) — профессор физики и физической 
географии (метеорологии) Казанского университета с 1882 по 1846 г. 
© 1846 но 1858 г. аавимал ту же должность в Киевском универси- 
тете, после чего ушел в отставку. См. о нем во вводной статье 3). 

Мивние Энгеля, что Лобачевский был с Енорром в хороших отно- 
ттениях, находит себе подтверждение в общем тоне высказываний 
Лобачевоного о Кнорре в отчете о затмений, а предположение того же 
Эвгеля, что Кяорр передал Гауосу в 1840т. «Геометрические исследова- 
ния» Лобачевского) может быть подкреплено очень вескими доволами. 


2) Сы, И. М. Симонов — Опиевние зотрономической обсерваторки имп. Ка- 
заиского университеть, Журнал Министерства народного просвещения, часть УП, 
1838, отд. Ш, стр. 1—2, 

2) Стр. #26 наст. томв. См, танжо Н. П. Загоскин Биографический опо- 
зарь профессоров и преподавателей имп. Казансного университета (1804—1904), 
я. 1, Казань, 1908, отр. 419-422. 

3) Стр. 426 наст. тома. Сы, также: Н, П. Вагоскич, пит, соч. стр. 355—851, 
В. С. Иконников Биогрьфичесий словарь профессоров и преподавателей 
имо. увиверситета св. Владимира (1934—1884), Кпов, 1884, стр. 282—264; МШо1} 
Заротуивев Горызевей КЦ. Рлуе! реошефизово Ава ирсео виз бот Вавзвеней 
ЗЪегзеый оН Алшегкиасею аш стог ВГодтарЫе дея УеМовзегь, топ Е. Воде, 1899, 
стр. 438—440. . 

4) Сы т. Г ызот. налания, стр. 172. Пря воем том остается носьма вероятным 
предположение, что в издательство Финке Лобаченекий направил «Геометрические 
исследования» при посредство профессор» И. А. Финие (ем. тем же, отр. 174). 
[Примечание главного редактора.] 
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>В большой отчетной статье «Об ученых путешествиях профессоров, 
преподавателей и воспитанников Казанского университета с 1827 
по 1848 год?) имеется подробный и очень любопытный отчет о 
поездке Кнорра з% границу в 1840 г. Вскоре после начала своего 
путешествия Кнорр посетил Верлин. «Тут возобновлены им прежние 
связи с многими учеными, особеяно с знаменитым бароном Алековн- 
дром Гумбольтом, Леопольдом Вухом, Поггендорфом, Диркоеном, Энке, 
Лихтенштейном и Мичерлихом»?). Носле Германии Кнорр посетил 
Австрию, Францию и Англию. Вог что сказано о последнем этапе 
его повадки: «Повему, проведя 14 лыей в столице Великобритании, 
проф. Кнорр поехал, через Роттердам, в Гелтинген, где возобновил 
прежнее знакомство с профессорами Гауссом и Вебером и вотупил 
в вовые связи с Тг. Листингом и ПМерном. Заказав у механика 
Меверштейна некоторые магнитные апнараты, ивобретенные Гвусебм 
и Вебером, проф. Кнорр отправился, через Верлин, С.-Петербург 
и Москву, в Казань, кула и прибыл в начале февраля 1841 г. Вое 
действия проф. Кнорра в чужих краях для пользы науки, Универ- 
ситета и учебного округа, првобретают ему в высшей степени призна- 
тельность его сочленов и ставят это путешествие наряду с теми, 
которые принесли Казанскому унизерситету наиболее известности 
за границей» *). 

Совершенно очевидно, что известное письмо Гаусса к Энке от 
20 января/1 февраля 1841 г4) написано под свежим впечатлением 
только что происшедшей встречи с Кнорром, который, как видио из 
призеленных цатат, был с ними обоими давно знаком. Естественно, 
что Гаусс пря овидании с Кнорром должен был повести разговор 
9 том, чтб его всего более интересовало в Квавни-— именно, о Лоба- 
чевском. Интерес, возбужденный у Гаусса этим разговором, отражен 
и в письме к Энке. Очевидно, Киорр, взяв рукопись «Гоометрических 
исследований» для издания (и передав ее в перзом этапе своей поездки 
издательству Финке в Берлине), имел при ©вбе н оттиски какой-то 
другой геометрической работы Лобачевского. Эту работу (написанную. 
по-русски) он и прислал Гауссу поеле свилания е ним. Столь же 
понятно, что и Гаусс, после долгого перерыва в зивкомотве, не вено- 
мнип точно фамилию Кнорра в письмо к Энке. Наконец, весьма вероятно 
и то, что общее суждение о поездке Кнорра, высказанное в конце 


1) «Журпал Министерства народного просвещения», часть 40, 1843, отд. 3. 
стр. 58—10; перепечатано я «Прибавлениях & Казанецим губернским ведомостям», 
№8, 21 февраля 1844 г, стр. 14—121 (и в других номерах); отчет о поезиие 
Кнорра— на стр, 75—80 «Журнал мивястерства» и стр. {17—121 «Прибавлений». 

3) Там зе, ср. 77, соотв. 119, 

3) Там 20, стр. 80, соотн. 121. 

4) Т. Гиаст. издания, стр. 178. 
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‚отчете (см. выше), принадлежит не кому иному, как ректору универ- 
ситета Лобачевскому; оно вполне подтверждает всё сделанные здесь 
заключения. 


в] Л. Б, Модезлевский опубликовал ряд документов, касвющихся 
Казанской экспедиции на затмение 1842 г.1). Мы отметим только, что 
в документе № 478 от21 мая 1842 г.?). Лобачевский сообщает М. Б. Ля- 
пунову о письме директоре Главной обоерввтории Струве к Симонову, 
«которым он изъявлявт желание, чтобы 26-го июня сего года было 
набльрлаемо в Пензе солнечнов звтмение». Лобачевский просит Ляпу- 
нонь «составить примерное счиоление, какие издержки потребуются 
для проезда в город Пенву». 

К этому можно добаьить, что на путевые расходы Лобачевского, 
Кнорра и Ляпуновв было израсходовано 256 р. 46 к. серебром*). 

В своем предпиоанни 5 июня 1842 г.4) Лобачевский дает указания 
„Няпунову о сдаче им обсерватории (которой Ляпунов заведывал в виду 
‘отъезда Симонова за гранипу) профессору Ц. И. Котельникову, & также 
© наблюдении ва церовозкой инструментов и об откомаидировании с Ля- 
уновым одного из олужителен обсерватории. К сожалению, как уже 
‘отмечено во вводной статье), ниеьмо В. Я. Струве и инотрукния 
Симонова о наблюдении затмения не сохранились: их не удалось найти 
ни в Центральном гос. архиве ТАССР, ни з лерепиоке Симонова, 
хранящейся в отделе рукописей и редких книг научной библиотеки 
Казанского университета. Нужно думать, что всё эти документы сго- 
рели при пожаре 24 августа 1842 года. 


[) Некоторые из перечисленных инструментов уже не существуют 
в их прежнем виде, но их описание имвется в калалоте инструментов 
Казанской университетской астрономической обсерватории; пругие 
инетрументы существуют и теперь $). 

Труба прохождения (или, иначе, переносный пассажный инотру- 
мент Эртеля) была приобретена в 1840 г. Он имеет объектив в 48 мм, 
ломаную трубу и горизонтальный круг н 30 см диаметром, при ото- 
ром четыре нониуса с точностью оточетов ло 10”. С этими инструмен- 

. тами М. В. Ляпунов производил наблюдения лля определения гео- 


1) Матерналы для бнографии Н. И. Лобачевского. Собрал и редактировал 
Л. В. Модзалевский, Изд, АН СССР, М, — 1. 1948. (В дальнейшем питяруется: 
Модазлавский). Документы №28 473, 476, 478, 481, 482, стр, 439—448 

3) Модавлевский, стр. 139—440. 

3) Протокол Совола Упиверситота от 14 васуета 1842 г. пункт 25д, Центр 
гос. архия Татареной АССР, фонд 977, № 8108. 

4) Модзалевекий, документ № 478, стр. 4, 

5) Стр. 422 нвот. тома. 

*) См. фотографию на следующей странице. 
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трафических координат пункта наблюдения в Пензе. Ахроматическая 
большая труба Фрвунгофера, закаганиая И. М. Симоновым в Веноком 
полихехническом институте в 1828 г. и полученная в 1828 г., имеет 
объектив в 97 мм; лве малых трубы — Рамодена и Тавтеть — еще 
до основания университета принадлежали казанской гимнязии. Все 
эти трубы обледают хорошими оптическими хаяествами. Секотвят, 
работы Траутона, ХУШ века; хронометр Вреге № 3874, карманного 
типа, был куплен Симоновым в Париже в 1825 г. Инструменты для 


Ивсевженый инетрумент (труба прохождений») Эртеля и хронометр Броге, 
веятые экспедицией Казанского уливерситота в Панзу в 1847 г. 


магиатных наблюдений были приобретены у Гамбея в 1835 г, и, 
насколько можно судить по их описанию, должны были давать точные 
результаты; в каждом из ник имелось по два микроскопы для оточе- 
тов. Прибор Пулье, исихрометр и барометр, вероятно, были ваяты 
из физического набинетя. Наконеп, довольно громоздкий небооный 
глобус имел 50 см в диаметре и ‘покоилоя на треноге. Хронометр. 
Вреге в меткой—-ато, в сущности, счетчик секунд, действующий 
в течение 10 минут, который может быть в любой момент пущен в ход 
и остановлен. Его секундная стрелка снабжена подачей чернил и, при 
нажиме пружины, ставит в качестве отметки момента чернильную 
точку на эмвлевом циферблате. Этот любопытный я недорогой прибор 
был приобретен незадолго леред поездкой на затмение. 
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1] Из описания в тексте неясно, кёв были разделены круги. 


[8] Лобачевский отчетливо обрисовывает те трудности, © которыми 
«опряжены фотометрические измерения во время полного зэлмения. 
Непосредственно перед полной фазой затмения (и сразу же по ев окон 
зании) освещенность земной поверхности меняется очень быстро в гро- 
мадных пределах, так что Лобачевский совершенно правильно говорит 
© мгновенных явлениях. Впрочем, неблагоприятная погода помешаль 
‘поставить намеченные физические наблюдения. 


[8] Следовательно, нельзя было определить полгогу Пензы отно- 
сительно Казани способом перевозки хронометров, Однако, имея один 
хронометр (к тому же, карманного типа), трудно было расочитывать 
а точность относительной долготы ббльшую, чем 2—3 секунды вре- 
мени, при оравнительно длительных переездах из Казани в Пензу 
я обратно на лошадях. Заметим, что в то время в Казанской обоереа- 
тории имелось только два не особенно хороших хронометра; может 
быть, второй хронометр Гаута был но в исправности и Ляпунов ие мог 
эзать его с собой. 


{3} Наблюдения прохождений эвезд через первый вертикал поэво- 
ляют определить щироту места; соответствующие способы наблюдений 
разработаны 'Весселем !). 


[02] Определение долготы, до применения для этой пели телеграфа 
и радио, обычно опиралось на перевоку хронометров. Так как в дан- 
‘ном случае хронометр в дороге останавливался, М. В. Ляпунов не мог 
арименить этот метод. Он использовал наблюдения Луны, координаты 
которой быстро меняются; повтому по Луне можно в любой момент 
найти время ‹по основному меридиану, в следовательно, и долготу. 
Однако наблюдения Луны около эпохи залмения (новолуния) должны 
производнться днем, что невыгодно отзывается на их точиости. Залме- 
ния спутников Юпитерь тоже не могут даль большой точности, так 
как при погружении спутника в тень Юпитера блеск спутника убы- 
зает постепенно и наблюденный момент затмения зависит от оити- 
ческой оилы трубы. Введенная поправка в 14°,5, может быть, учи- 
тываат вто оботоятельство. В итоге, полученная долготь 2'6%34",6 
(из приведенных чисел оледует 2°6"34",5) опирветоя только нё затме- 
ния первого спутника Юпатера. Сколько наблюделось этих затмений, 
8 отчета Лобачевского ве видно; возможно, что лишь одно, 


1) Вевае! — Ъег деп аПдошезиеп С'оЪхапеВ Чо5 Развахеп-шяйгатлешвев, Аз6тово- 
шзсье Масшйсые, В. 6, 1828, стр. 221—248. ВообъёМиаяей пи ошехо втадфагел 
Раззазеп-пейтатешее Зр Милспер ип Мафетьва, Том эже, В.9, 1881, отр. 413—486, 
Эти труды Бесселя читал Ляпунов перед поездкой в Пенау, наи видно из вашиоой 
взятых им книг, 
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Поэтому долгота Пензы может быть ошибочна на 10° и более, что- 
возлает значительную неуверенность в положении наблюдателя на зем- 
ной поверхности и мешает иопользованию наблюденных моментов вто- 
Рого и третьего контантов затмения для их прямой цели — определения 
взаимного расположения дисков Солица и Луны. Из приведенных 
в тевоте результатов следует, что М. В. Ляпунов принимал восточную 
долготу Назани от Верлинь равной 2"22753*,8, что на 0*,8 меньше 
ныне принятого значения. 

В настоящее время методика определения широт и долгот суше- 
ственно изменилась; способы, упомянутые выше, можно найти в более 
старых руководствах по практической астрономии. 


р] Упоминаемый Н. И. Лобачевским сад принадлежал к училижу 
садоводства, директором которого был 9. И. Магаиг. А. А. Панчулид- 
зев (1789-1867) был длительное время пензенским гражданским 
тубернатором. 


14} Наблюдения © секстантом к кольцевым микрометром (у трубы 
Фрзунгофера был такой минрометр), как справедливо отмечает Лоба- 
чевский, не могли дать больнюй точности. По существу дела, лосте- 
ценное убывание расстояния между оотриями солнечного серпа может 
дать момент его исчезновения, т. е. момент начала полиого затмения. 
Тание наблюдения М. В. Ляпунова дают для начала полной фван 
результаты, которые плохо оходятея между собой. Вероятно, убе- 
дившись в ненадежности наблюдений, Ляпунов не повторял их во 
воем объеме после конца полной фазы. 

В виду плохого состояняя небь нельзя было быть заранее уне- 
реяным, что удастся вообще увидеть полную фазу затмения и нено- 
средетвенно отметить момент ее начала, почему Ляпунов и произво- 
дил измерения серпа только до полной фазы, 

Ках правило, начало и конец полного затмения могут быть ааме- 
чены но хронометру до немногих десятых долей секунды. В одном 
из неисправленных моментов по хронометру ') ошибка на 10“ (продол- 
жительность полной фазы -—— 12"58*,6). В каком моменте имеется ошибка, 
оказать нельзя, но это и ие столь важно, так как исправленные моменты, 
очевидно, даны верно. Это подтверждается заметкой о затмения п 
«Прибавлениях к Пензенским губериским ведомостям», весьма вероятно 
принадлежащей Н. И. Лобвчевскому *). Там моменты пачала и коица 
полной фазы затмения, с приблизительно вычиеленной лопразкой 
хронометра, даны как 90722" и 9'12722* среднего нензенекого вре- 
мени, что сходится с текетом отчете Лобачевского. 


3) В обоих текотах (ом. отр. 494), а следовательно, и в подлинной рукопися, 
3) Сы, приложение 1 на стр. 485 наот, тома. 
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28] Ф. А. Каховекий (1808 — 1875} — помещик. См. о нем: Моде. 
левокий, стр. 789—140. 


[8] Смыел конив этой, не внолне ясной фрезы тот, что слои обла- 
ков часто кажутся нам параллельными горизонту из-за перспективы, 
то-есть, уже не случайно. 


27} В «Журнале министеретва» в этой фразе выпущено последнее 
слово «местами», в между тем, только с ним она имеет смысл: в свет- 
лом кольце не было особенных мест, то+есть, определенных отдельных 
‚деталей. Это не удивительно при наблюдении сквозь облака. Труднее 
понять, почему Лобачевскому и Кнорру корона казалась слабее у лун- 
ного края. Другие наблюдатели задмения 1842 г. подобного явления 
не замечали, 


[18] Относительно Веги — ошибка; недалеко от зенита была Капелла. 
Звезлы видели и в Воронеже, где затмение не было нолным, 


[9] Наблюдения поляризации короны, произведенные во Франции 
во время затмения 1842 х., оказались не очень удачными; поетому 
результат Кнорра представлял в то время определенный ивтерес '), 


[2] Арахо делал отчет о наблюдениях затмения во Франпии на 
заседании Академни Наук 22 и 29 августа 1842 г.*). Он указал, 
что из-за противоречий в наблюдениях не может пона дать статью о 
затмении. Полный обвор наблюдений автмения 8 июля 1842 г. Араго 
дел гораздо позже отчета Лобаченского?). Следовательно, Лобачевский 
в отношении наблюдений затмевия во Франции в внячительной мере 
пользовался сообщениями Симонова (ом. также примечение |111). 


[2] В ото день в 1842 г. гранднозный пожар уничтожил значитель- 
ную чаеть Казани; в университете сгорела обсерзатория. 


[2] Для иамеревий яркости не Солнце Буге *) использовал изобре- 
тенный им гелиометр (у Буге гелиометр имел два объектавв, каждый 


1) Ср. Ф. Араго- Общепонятная астрономия, 1861, т. 3, стр. 424—426, 

3) Сошрвз тебе Ввботльдакев 4з 1’ Асадбице @ев Вееисек, т. 15, Рав, 
1842, ‘стр. 396 и 465. [2 сентября 1842 г. Краткое непожение доклада Араго 
имеется в журнале 1/ оз бщь, Фото чоЁуетве 408 вос, 10 апобе, 1842, № 452, 
(Этот номер отсутотвует в библиотеке Казанского универентета. Имеющиеся 
документальные данные недостаточны, чтобы уотевовтть, был ли он получен 
и читал ли его Побачерский, вообще регулярно просматриваьший этот шурнал.) 

1) Агаво— Ваг Рбснрве ‘обще аа 6016 дп 8 1106 1849, Апоияхо рой? Гат 
1846, рчБШ раг 1е Ватева ев Бовейийен, Рама, 1845, отр. 271-417, 

4) Р. Вопвиег — Тганб @орНапо ве 1а атодаНот о 1в шпыёхе, Ед, ровбликле» 
Рана, 1160, стр. 90-96. Русский перевод: Вугер Пьер Оптычеекий трактат 
о тралацил свете. Изд. АН СССР, 1950, стр. 16—80. 
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из воторых давал овое изображение Солнца). Вуге сначаль приводит 
причины, по которым яркость солнечного диска должна возрастать 
к его краю до бесконечности, то-есть Буге принимает, что поверхность 
Солнца равномерно покрыта светящимися точками, ни при каких 
эбстоятельствах не закрывающими друг друга. Однако на следующих 
страницах оБ заключает, что это рассуждение не отвечает действитель- 
ности. В том же 1760 г. Ламберт, рассматривая излучение не точек, 
3 элементов поверхности светила, вывел. свой закон освещения, по 
которому диск светящегося тела должен иметь разномерную яркость. 
Однако и этот закон верен только для абсолютно черного тела. 
Измерекия Вуге были начественно верны и его результаты намного 
хпередили свою эпоху. Еще в первой половине ХГХ веда Араго и дру- 
гив аотрономы считали, что Вуге ощибея, а Солнце имеет одинаковую 
яркость по всей поверхности. 


(1 Лаплас 1) исходил из своей теории поглощения света в &тмо- 
сферах небесных тел и из первого опабочного допущения Вуге (см. 
предыдущее примечание). С современной точки зрения результат 
“Лапласа не имеет смысла, 


[*] Лобачевский и Кнорр тонко подметили различие в очертаниях 
краев Солниа и Луны. Объяснение дано совершенно правильное: 
основная причина, почему солнечный край во время затмения кажется 
более нежным — быстрое падение яркости Солнца у еамого края диска, 
отчего уменьшается контраст с фоном неба. Кроме того, известную 
роль в подчеркивании края Луны могут играль его неровности (горы). 

В ту эпоху, когда Лобачевский писал свой отчет, среди большин- 
ства ученых еще были распространены, восходящие к первой половине 
ХУ столетия, представления о «теплотворе» (теплороде) Хр. Вольфа, 
хотя уже Ломоносов считал теплород вымыслом. Нужно напомнить, 
то на концепция топлорода были построены в начале ХТХ. века фун- 
даментальные сочинения о теплоте Фурье и Карно, С другой стороны, 
почти вое астрономы ‘тогда безоговорочно разделяли упомянутую 
Лобачевеким теорию Солнца, разработанную Уильямом Гершелем 
3 1801 г., во вооходящую ешо к 1769 г., к наблюдениям Уильсона 
над положением тены в солнечных пятнах, когда они подходят к краяы 
днека Солнца”). 


{28 Трудно сказать, на чем основано утверждение о пропорциональ- 
ности плотности атмосфер тел солнечной системы ик массам при 


1) Гь Р1асе — Мбоатцие сбеве, 2 рагЫа, Ичго 10, свар. 3. Овпугев, +. 4, 1844, 
стр. 816—828. 

3} У. Негасье1 — Офжегуа Мода ‘ош шЕ № штезЫ вый Ше пабиге 01 Ве Вир. 
РЬЙоворыся Чтапввсв оз 0! Ше КоувЕ Восейу оЁ Топор, 1801, стр, 265—358. 
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допущения, что элмосферы сгущаются из мировой среды. Повидимому, 
Лобачевский рассматривал это просто как вероятную гипотезу. 


128] Сообщение Араго было сделано на заседёлии Академии Наук 
14 июня 1824 г. Свет, исходящий от самосветящихся тел, если эти 
теля твердые или жидкие, частично поляризован, когда лучи образуют 
малый укол с повержностью выходь. Раскаленные гёзы дают евет, 
который ни при каких углах наклона ве показывает чувствительных 
следов поляризации; отсюда Араго заключает, что заметная часть света 
от газов идет изнутри, с некоторой неопределенной глубины. Резуль- 
хаты, полученные по этому методу, подтверждают предположения 
Боде, Шретера в Гершеля (т. в. что Солнце окружено светящейся 
тазовой атмосферой). 


[2] Эдесь в текоте описка: вместо упругости должна быть центро- 
бежная сила. На экваторе Земли отношение этом оклы к силе при- 
тижения составляет только 1/289, но первая йз этих сил возрастает 
пропорционально расстоянию от центра Земли, а вторая — убывает 
обратно пропорционально квадрату этого расстояния. Следовалельно, 
на расстоянки 75896,61 радиусов от центра Земли обе силы ера- 
няются п, так как их направления противоположны, там будет предел 
атмосферы; следовательно, ве высота на экваторе составит 5,61 раднусов 
Земли, или 35300 хм ==33500 ворот. Лобачевский проделал прибли- 
женный расчет, 

Фигура зтмосфер небесных тол, в частности, для этого предельного 
случая, была рассмотрена Лапласом в его «Небесной механике» (ем. 
примечание |1), 


[28} Полет Гой-Люссака был совершен 16 сентября 1804 г. На наи. 
большей высоте 8977 м над Парижем (пля 7016 м над уровнем моря) 
температура была —9,5°, в это же время в Париже было -| 30,757. 
Отсюда Гей-Люссак выводит падение температуры атмосферы на 1?С 
в среднем на 173,3 м высоты '). 

Результаты наблюдений Гей-Люссак приводятся во многих ицигах 
{например, у Лзшлаоа), и Лобачевский взял их, очевидно, но из перво- 
источника (отсутотвовавшего в университетской библиотеке). Нринимая 


градиент постоянным, он нашел приведенную в токоте высоту агмо- 
сферы и общее пониженно темпоратуры (82 Ж 350 ==28 100 сызкол = 
==57,4 верот). Однако обычно наблюцаемый градиент температуры 


больше того, который был получен Гей-Люсеаном, и составляет 


1) ВаНор Фил уоуаке абоманцие Чай рае М. ау Гиззас 1е 29 тиоНдог 
аа 12. 2ошоа) 4е рвузате. 46 свыше, Фито пабигеЙе её 4ез ам а, +. 59, 1804, 
втр. 454—462, 


30 Зак. 2422. Н, И, Добачевоний, т. У. 
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—0,0098”С на 1 ж. Равномерное падение температуры атмосферы с вы- 
сотой соответствует алиабатическому состоянию (которое в дейетвитель- 
ности никогда не осухществляетоя во всей атмосфере). Высота адиаба- 
тической атмосферы равна только 27,9 км (213:0,0098 —27900 м), 
если считать, что на поверхности земли температура равна 0°, & нь 
границе атмосферы она падвет до абеолютного нуля (—278°С). 


[28] В предположении, что температура убывает с высотой в гео- 
метрической прогрессии и с градиентом температуры по Гей-Люссаку, 
получается, что ма высоте 190 вм температурь гораздо ближе к абоо- 
лютному нулю, лем это двет Лобачевский. Как он пришол к своему 
„результьту, выяонить не удалось. 


80] В своей зажной работе 1} Пулье измерил солнечное излучение 
при помощи изобретенного им пиргелиометра и нашел, что Солице по- 
сылавт на землю (за пределами земной элыоеферы) 1,7688 малых ка- 
орни на 1 сл? ь минуту, т. е. он произвел определение солнечной 
постоянной, Но все теоретические ныводы Пулье опираются на новер- 
ный занон излучения Дюлонга и Пти. Воледотвие этого Пулье вы- 
числил, что температура Солнца составляет только 1761°С, Пулье из- 
мерях антянометром ночное палучение Земли, & залем рассчитал, что 
вероятнейшез значение температуры мирового пространства равно 
—142°С. Здесь нет возможности останавливаться на ряде других инте- 
реоных заключений Пулье. 


[1] Фурье?) устанавливает три источника тепла на земной поверх- 
ности: излучение Солнца, излучение остальных бесчисленных светил 
и внутреннее тепло Земли. Он влервые заметил, что последний ис- 
точния дает ничтожно мало тепла, Главный аргумент, что темиералура 
мирового пространства должна быть около —40°В (—50? С, то-есть, 
довольно высока), состоит в том, что если бы земной шар находилея 
з окружающем нрострамотве, лишенном всякого тепла, то полярные 
области испытывали бы чрезвычайный холод, Самые низкие темпера- 
туры з полярных обльетях (насколько их знал Фурье) должны уже 
быть близки к темпоралуре мирового проотранотва. 

Фурье пишет, что ой не ставит своей целью математическую трак- 
товну предмета, но желает лить привлечь к нему внимание, как 
я вопросу натурфилософии. Желание Фурье исполнилось: после него 


1) Рои111е&-- Мёшойе зиг № опыеаг вовшо, ве 103 роуойв хвуоппаюйз © 
арвотЬальев 6 Райт зоврабМаио еб зиг 1 фолпрёгабаге де Рбврасе, Сотаррев тепфив 
4е РАспавийе 4ев борелоея, 6. 7, Рая, 1838, отр. 24—65. 

В. Роаг1ег— Мешоне зиг 108 1ешрёкаигев» Чи &1ОБо Чептовете © 4ев 
Зарасев ралбатев, Мёшошез @е ГАезбийе 4ез Быепоев 40 ГНШИВ ве Етапов» 
7, 1897, стр. 569—804. 
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Сванберг, Пузосон, Пулье, Лиз и другие занялись тем же вопросом 
© температуре мирового пространства. 


[82; Здесь Лобачевский возврыщается к теории Солнца Гершеля 
(см. примечание {24]}). Подвижные пятна это обычные солнечные 
пятые, возникающие и уничтожанициеся, меняющие свою форму и 
могущиа перомешщалься по поверхности Солнца. 


128} «Возвышения», т0-веть, протуберанцы (в действительности 
являющиевя выбротенными на значительную высоту газами хромо- 
<феры), наблюдались в Нарбоние тулузекими вотрономами Пино и 
Вуажиро, о чем есть сообщение в отчете Араго (см. примечание [2] ) 
ду и. М. Симонова 1). Аналогичные наблюдевия ПРумахера упоми- 
наютоя там же; ПЕумахер *) пишет, что три возвышенности имели 
большое сходство с вершинами глетчеров в розовом свете, 

Любопытно, что о солнечиых горах говорят, ‘в овяаи е протуберан- 
цами, и другив астрономы, наблюдавшие это затмение. 


184] Лобечевокий расоматривает атмосферу Солнца, как газовую 
среду с постоянйой угловой скоростью вращения, равной угловой 
скорости твердого ядра Солнца. 


[86} Фигуры атмосфер небесных тел и, в частвботи, Солнца, были 
‘рассмотрены Лапласом 8); чтобы сравнить с заключением Лобачевского 
© сжьтии солнечной атмосферы, выведем здесь один из результатов 
Леплвов, не следуя отрого его изложению. 

Солнце можно принять зв почти точный шар о меосой М и угло- 
вой скоростью вращения «. Допустим, что Солнце окружено атмосфе- 
рой ничтожной массы, вращающейся с той же угловой скоростью в, 
и определим форму внешней новерхности втмоеферы. Это будет по- 
верхность уровня потенциала Солнов И” на границе атмосферы, на 
переменном расстоянии р от центра Солнца; 


та. : 

р 2 
нричем здесь {— постоянная таготения, © — широта точки поверхности 
атмосферы относительно солнечного еквалора (другая координата — 
долготв— ве входиг в уравнение). Первый член предотавляет потен- 
зиал ньютонианского притяжения, второй — потенциал центробежной 


силы (ибо роозф есть расетояние переменной точки от оси вращения), 


Им. Симонов — Записки и воспоминьния © путетестьни по Англии, 
Франции, Бельгии и Герывиии. Казань, 1844, отр. 145, 

2) Зевитасвог — Веофасьгаае ег аТов Бопаетйровегие ва Чег УИепет 
зрегилиаиво, Авбтопошнсне МасвиоЩел, В. 90, 1842, етр. 1-4. 

1) ра Р1асо- Месашаце обеще, Иуте ПЕ, спер. 7. Оецчгев, Ь И, 1843, 
стр. 194—197. 


20% 
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Обозначим черов р, и р, значения р для точек, лежащих на эква- 
торе, соответственно, на полюсе поверхности атмосферы Солнца. Для 
полюсв у нас булет с—/Му/р», ибо © =90°. Подставляя это, получим 
для экватора (ф == 0°) 


откуда, 


Воспользуемся обычной в физике системой единин (69 и подота- 


о. 
вим числа: [=6,7 10-8, М==9,0. 1088, ® т, 
вокруг оси (йоторый Ланлас принимал равным 25], суток и который 


6,3 _в 
359, и. вот 2,9 10°. Нри- 
мем далее р.=8 редиусам Солнца, что ооответотвует раднусу короны 
в 2° (хотя в текоте речь идет, скорее, о диаметре), и мы найдем 


ре=5,6 .101. В ревультате будет 


тде Г—оборот Солнца, 


надо выразить в секуждах), или ® 


о 190 


Следовательно, сжатие атмосферы даже на отоль значительном рас- 
етоянии будет мало. Это — следствие медленного вращения Солнля. 


188] Затмение наблюдалось в Пенав утром и видимое направление оси 
вращения Солнца образовывало с горизонтом угол, сильно отличью- 
щийся от 90°. 


В] Литературные указания, относящиеся к отчету Араго о затме- 
нии 1842 г., даны в примечании |]: В зациоках Симонова (ем. при- 
мечание [88]) есть описание упомянутого в текоте заседания Париж- 
окой Академии Науч; приведем из них две цитаты. Арахо начал овой 
доклад о наблюдениях затмения следующими оловами: 


«Эти явления не представляют ничего любопытного для астро- 
номов и мы положили не делать аетропомических наблюдений, но 
таж как трудно астроному не заметить времени начала и кониа 
затмения, то мы это и сделали». 


Здесь мы снова вотречвом отмеченное в примечании |] херактер- 
ное разделение наблюдений на астрономические {в нынешнем смысле 
олова — астрометрические, т. е. относящиеся к положениям небесных 
тел) и физические. По поволу своих наблюдений короны Араго сказал: 


«Венец оканчивалея остроконечиями, загибаясь в нах тах, 
я окажу с позволения г. Президента, солие 1е топе & алфев соиг- 
Ъ6в 4е Мг. Ропов]е{, и вот явление, которого мы не понимаем». 
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Понселе предсодательствовал на заседании Академии 22 ввгусть, 
1842 г; оледовательно, тогда Симонов и слышал сообщение Араго. 
Понселе, в то время академик, прежде был военным инженером и 
ивобрел свое водяное колесо в 1826 г. Колево Поновле принадлежит 
= числу подливных (колесо находится над потоком воды), лопасти его, 
отходя радязльно, затем изгибаютея навстречу нотоку воды, Вода, ио- 
кидья колесо, обладает очень малой окоростью, теж что наибольшая 
часть живой силы воды обращается в полезную работу» 


188] В описаниях протуберанцев, наблюдавшихоя М. В. Ляпуновым 
и другима астрономами во время полного солнечного затмения 1842 г,, 
нет большого оходетва. Это объяеняетея, вероятно, тем, что в разных 
местах затмение происходило в различные физические моменты и форма, 
протуберанцев могль меняться, Кроме того, наблюдатели явно ме бели 
подгозховлены видеть их. . 

[28] Мысль о влиянии оттылкивания Солнца на образование комет- 
ых хвостов была, высказана еще Кеплером, но построение на ее основе 
злаюонческой теории нометных форм было осуществлено Ф. А. Бреди- 
хиным уже после Лобачевского, Лобачевоний признает, в принциие, 
зозможноеть выброса Солнцем частиц, освобождающихся на его по- 
зерхности (и тольно отрицаех пригодность такой гипотезы для объьяоне- 
ния солнечной короны). Как телерь известно, Солнце действительно 
посылает в окружающее пространство поток корпускул. 

О наблюдениях Лобвчевекого над кометой Энке ничего, кроме ска- 
занного в тексте, мы не знаем. Комета Энке прошла перигелий своей 
орбиты в начале мая 1882 г. 


[] Факт убывания блеска комет верен, но, что касается кометы 
Таллея, то она в появлении 1910 т. снова достигля значительного 
блеска. 


[(] Наблюдения этих затмений содержатся в редних старинных из- 
даниях, большинотва которых нет в библиотеке Казанского унизереи- 
тета. При составлении отчета Лобачевский, повидимому, использовал 
статью Араго, появивтуюея перед самым затмением 1). 

В статье Араго (длинное ивавание которой должно было подробно 
охаранлеривовать ва новую и непривычную тему) имеются все приве“ 


1) Атьво— Вие тбойрьо 6058 ап Волей; вце 199 рАбпонаиов, ы Чеутонй рав 
раб оговаеше Яхог РафелИол, 969 ц%гопопев; ве 109 дшевИолз де рВуваие обЛбаво 
дот 1 зотаНои, вешье абтой: во 965 вах оБвегтАМопя фай ропеголь ебго аНев рел- 
дов 1ез боНрзов обоз во Во1еЙ. Согарвев гелфив де Асвабние Чев Зоепоев, Рав, 
т, М, 8 июня 1842 г., отр. 818—861; существенная часть етой статьи появилась 
также в журнале ГЛшанль, 10 зиибе 1842, стр. 221-286, . 
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денные Лобечевеним и многие другие подробности, мо болышей частя 
переданные словами самих наблюдателей затмения '). 

У Лобазевокого воть только одна небольтвя неточность: Феррер 
ваблюльл венец 6’ шириной, а лучи дохолили до 8°. 


{[*] Кеплер *) первый связал корону, видимую во время полных 
золнечных затмений, с овмим Солнцем. Он пишет: 


«Таким образом, очевидно, что, хотя окрываетон вое Солнце, 
но воздух (атмосфера — а"), окружающий Солнце, чом ближе 
в Солноу, тем более сияет...» ?). 

«Или вовдух, или даже эфирнан суботанция, которая, конечно, 
не ость ничто, но имоет ту или иную отедень плотности, осве- 
щенная Солнцем, воспринимает блеск (вр1еп4огош сопо:рйи), ко- 
торый должен имитировать (воепроизводить — гергяезетбаз} сол- 

* нечный свет при закрытом Солнне» *, 


Еще немного далее Кенлор выдвигает и другое объяснение короны, 
овязаныое с лунной елмосферой. 


№ Делиль, бывший впоследствии первым акалемиком-вотроно- 
мом Российской Академии Наук, произвел свои опыты, чтобы 
объяснять светлое кольно, видимое вокруг Луны при полных солнеч- 
ных затыениях (солнечную корону) 6). Упомянем один из опытов Делиля, 
в вотором солнечный диск покрывалея каким-либо шаром — дере- . 
вянным, мехеллическим, каменным, или даже просто куском черного 
вартонь, вырезанным в форме круга вокруг екрана совершенно 
ясно было видно светящевся кольшо. ы 

Исследования Фложерга над лиффракцией света (ва которые он 
получил премию от Авадемии Гердоного департаменты Франции) были 
основаны на ряде опытов, большей частью новых. Опыт, о котором 


1) СР. таные: Араго Общепонятная астровомия. Перев.. Хотиненого, т. 3, 
1861, стр. 412-414, 

3) А9 УнеШовет рагаМротдола, ЧШфив Азёгоповае рагз оршса ма@нак, 1604. 
3. Кертег! Орега оглида, ед. Ривой, & 2, 1859. 

8) Там же, отр. 318. 

4} Там же, отр. 319. В этом отрывие отдельно взятое подлинное выражение 
вр|епдокот сопеНуаё допуеквет не только наш перевод — «воспринимает блеск», 
во и «нобпиаменяетсяе, как в тоноте, ноторым пользовался Лобачевоний, Олнахо, 
воли эхо слоро поставить в фразу Кеплера, она поториот омнол. 

5) Роз1в1ете Свдеь — ВеНожощи виг Гохрбешое чие Тай гаррогфбо & ГАса- 
Чёзце ал Авдеди таизецх зоо аЫе & сода ашо Гоп зрегфой або де № Тлше 
Фаза 109 ЕеПреов фобщев 4 Зо1еЙ. Ныюно Че ГАсвабнйе гоуме 499 втепоев, впаёо 1715, 
Рама, 1738, Мбтонев 4 а Мишбшайчие её 4е Раужаие, стр. 166—189, 
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пишет Лобачевский, является самым первым. Вот он в несколько 
сокращенном изложении, 

Пооредине открытого окнь подвешен черный шар; тень его падвет 
на белый картон. Когда картон ваходится рядом е шаром — тень шара 
предотавляется как черный круг, дивметр которого немного меньше, 
чем диаметр шара; воя тень равномерно интенсивна. Круг тени окру- 
жен озень узкой полутенью, & полутень, в свою очередь, окружена 
светящимся кольном-— короной. При удалении экрана тень умень- 
шаотся, полутень увеличивается, оветящевся кольцо отановитоя пре 
и биеднеет. Когда экран удален на расстояние, равное 5—6 дивметрам 
шара — середина тени заметно светлеет, край остается черным; когда 
расстояние между экраном и шаром достигает 12 диаметров — тень еще 
больше оветнеет, становится похожей на полутень, но продолжает быть 
окруженя таким же черным кольцом, Когдь виран удален на 104—105 
диаметров, посредине тени получеется почти белая точка и она нахо- 
дитея в центре маленького черного кольца. При двльнейшем увели- 
чении расстояния остается одна черная точка; когда экран удаляется 
на 107 дивметров, чернвя точка исчезает и остаехоя полутень, онру- 
женная широким оветншимся кольцом; при этом шар своими ираями 
как раз покрывает Солние. 

На основании этого и трех других опнтов, Фложерг пришел к з8- 
ключению, что @сли слет проходит около края каного-либо тела, то 
звоть его лучей «погибается» (ачи ве), входит в тень и освещаел ве; 
явление это ие зависит от формы и материала теля, от состояния его 
поверхности, температуры и т. д., не зависит твяже и от среды, овру- 
экающей тело !}, 

Майер проделал такой же опыт, но не получил каких-либо новых 
результатов. Мы здесь не говорим о его других опытах и не остана- 
зливземся подробнее на ваглялах Майера па природу света (он был 
сторонником теории истечения Ныютона, ис с некоторыми изменениями); 
интересующиеся могут найти это в его стазье *). 

Ни одного из этих мемуаров не было в библиотеке Казанского 
университета, и Лобачевокий, несомненно, писаи это место отчета не 
по первоисточникам, С некоторой подробностью опыты Делиля, 
Фложерга и Майер» переданы в обширной энциклопедии . физики 


1) Мемуар Фложерта бым опубликован в виде четырех сообщений; вое изло- 
жепное содержитоя в первом из них: Р1ачроганев — Мёшоно ви: 15 НасМов 
4е 1 Ташодёге, ргошйюг ехтай, опкля! 4е рруакие, 4е сынийе, 4Лыврито пабиеейе 
0 4ез вв, & 75, 1812, слр. 16—29. 

2) 5. Т. Ма уег--Рнавпотаепогол а заПехзото анна репболь та ох ргоргЙв 0Ь- 
вегчаНош ая о охрогииони йа гооспайо о сотрата Мо. Сополоелвайотез востебаИв хортав 
зоаепбаный бобы лкейв тесешйотев, 1. 4, 4 а, 1816-1818, Фовааае, 1820, СЛвазв 
зшабВешаМсяе, стр. 49—80, 
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Гелера!), Оттуда их и мог взять Лобачевский; но шобопытно, что, 
зероятно, ош сём обратил раветояния шара от экрана, выраженные 
Фложерком в диаметрах шара, в видимые угловые диаметры послед- 
мего, Действительно, нетрудно, пользуясь таблицами тангенеов, полу- 
чить. тавив результел 


'Расстонния Угловые 
в дизметрах шара | дивметры тара 


107 арт, 
165 19647 
12 4946710 


оны в достаточной мере согласуются с чиолами Лобачевского. 

Многочноленные опыты по лнффравции света были произведены 
и другими авторами в ХУПТ вене и в начале ХТХ века; их завершили 
в свое время блестящие исследования Френеля, вытеснившие ив 
памяти даже современников Лобачевеного работы Флозжерга ч Майера, 
о которых ног никакого упоминания во многих исторических и моно- 
графических сочинениях по физико и специально по учению о овете, 
изданных начиная с 80-х годов ХЕХ века. 

Но существу, результаты опытов Фложерга ни в коей мере не 
могут быть перенесвны на масштабы солнечных затмений, несмотря 
на внебитее охолотво условий. При столь большом нопроврачном теле, 
каким является Луна, теоретически мыслимые диффракционные 
явления внутри границ лунной тени па Земле, практически будут 

° совершенно отсутотвовать. Тень останется темной. Повидимому, это 
было внервые выяевено варшавоким физиком Виске ме так давно”). 

Не лашено интереса, что еще в 1148 г. зетроном Тобивсо Майер 
{отек физика Майера, упоминутого Лобачевскам), когда он доказывал 
отсутотвие атмосферы на Луше, сослался на опыты, сделанные для 
объясненна солнечной вороны. Он говорил (довольно иронически), 
что круглый кусок олова, диск дерева или бумаги, даже железный 
гвоздь и волос могут вызвать подобные явления. Но, кав эти тела не 
обладают этмоеферой, таз нет кужды предполагать атмосферу и& 
Луне, чтобы понять корону Солнца. 

Далее он выоназывает то же предположение о короне, что и 
Лобаяевоний 5), который, впрочем, вряд ли читал ето: «Возможно, что 
ато наш земной воздух единственно виноват... в отношении светлых 


1) 7-В.Т. бовтог— Руза нюЪев УУбнегьисй, В.2, 1830 (етр.687 — о Делиле, 
атр. 890—691 —о Фложарго и стр. 707—о Майере). 

2) Е. В1=ке— Ато Ч тьоМов рВепошепа ров Ло ё воах ве рев? Те Авбто- 
Руза Зотеляй, ч. 38, 1918, отр. 192—196, 

3) См. стр. 451 нвот, тома. 


ПРИМЕЧАНИЯ 475 


олое около тел, ногда пооледние помещаются перед Солнцем; шо 
врайней мере, обратное не показано» 1). 

Хотя в впоху Лобаченокого объяснение солнечной короны лнф- 
фракцией света далеко не было отвергнуто астрономами и физикама, 
ам он в конце отчета о зазмении от него отнвавлея. 


[*} Вагляды Ньютона на природу света вовое не были одноото- 
ронними и его нельзя очиталь только создателем вмисопонной теории. 
(теории вылекания), хан эхо было прииято в ХХ веко*). Он отчетливо 
представлял себе возможность создания теории, которая объединяла, бы. 
преимущества волновой и корпуснулярной гипотезы о овето, хотя. 
з действительности это было осуществлено только в наше время. 
„Академик Г. С. Ландоберг чишег*): 


«Нельзя ив отметить, что современная квайтован теория света 
(теория фотонов) характеризуется чертами, которые напоминают 
ныютоново предетавление о свете даке в большей степени, чем 
это может показаться с первого взгляда. Корпускулярные овой- 
отва света получили оэксцериментальное обоснование горвадо 
более черьсаное и равнообравное, чом это было во времена 
Ньютона, а теория „приступов“ легкого отрежевия и легкого 
прохождения, придуманная Ньютоном для объяснения инхерфе- 
ренциовных явлений, содержит черты, напоминающие современ- 
ную концепцию волнового поля, определяющую вероятность 
нахождения фотона в том или ином месте пространотва». 


Эмисснонная (корнускулярная теория света) подразумевается 
Еъютоном уже в определении Г «Оптини» *) и особенно яено выражена 
з вопросе 295) «Пе являются ли лучи света очень малыми телёми, 
испускаемыми светящимися веществами?» 


ав 1 
[25] Замедление в 8; секунды в момепте понрытин авезды Луной 
оответохвует перзмещению Луны нё небе менее 3”, Как раз Дюсежур 


1) Ом. редкое созинение, имеющееся в библиотене Казьяекого университета 
Т. Мвуег — Везей флзз ог Мова Керод ТлиНгев нафе, Ковтодтарьйвене Масв- 
эсер цыЯ Затамалоев зоб ав Забг 1748, Уев, Уйклега, 1750, стр. 378—419; 
в звотноети, отр. 416—417. 

2) Историю работ Ивютова но оптике можно найти в кните акад. 0. И. Ва. 
виловь— «Исвак Ньютон», 2-е изд., 1945, главы 5, 6, 7 и 8. Елассичевний, обоб- 
шающий труд Ньютояа, на который в данном вопросе обычно делаются ссышни: 
1за8с Мемфоц — Ормокв, Топфоп, 1704, 3-е изд. 1721; русоний перевод: Иопвк 
Ньютон Оптика, поров. С. И, Ванилора, изд. АН СССР, М.—Л., 199, 
$) Г. С. Ламдеберг-- Оптика, 2-е изд, Гостекивлит, 31. —Л., 1947, стр. 518. 
4) Стр. 18 русевого перевода. 
$) Стр, 288 рувокого переволв. 
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дает для изгибания лучей 3” и не согласен с Лемонье, который дово- 
дит изгибание до 13”. Лекселя Делембр вовсе ме упоминает; в итого 
просмотра ряда работ Левселя, » также смециальных трудов но 
вопросу о замедиении моментов покрытий авезд Луной, не удалось. 
найти упоминания о подобных его наблюдениях. 

Лобачевский, составляя вторично отчет о затмения, вероятно, на- 
писах это меото не память, не обращаясь снова к Лелембру (бывшему 
на руках у М. в. Ляпунова); поэтому отсутствует увивание страниц, 


Ныне; вместе © тем, при обращении в дугу 31 секунд времени 
опоздания в покрытии звезды, было использовано правило для суточ- 


= 
ного движения звезд (22 Ж13 ="), после чего получились при- 


веденные в тексте 50”, вместо 2”. 

Явление кажущегося перехола звезлы через край лиска Луны 
объясняется, с одной стороны, несовершенством толескопов, дающих. 
велелствие сферической и хроматической аберрации рабирение лун- 
мого диска, с другой сторовы — неточностью фокусировки, ибо яриле 
авезды и темный край Луны (при пепельном свете) не позноляют 
уверенно назодить на`фонус. Возможно, что зпесь имеют место и 
зрительные иллюзии. 

Телескопы ХУШ века были не слишком хороши, а в самих на- 
блюдениях много противоречий; одни мабиюдатели видели звезды 
внутри края Луны, другие, находивщиеся на той же обсерватории и 
в то же время, — нет, 


[#6] Делвмбр'), приволя эту величину, говорит об иррадивини- 
Явления иррадиалии при прохождениях Венеры по диску Солнць 
проявились очень резко и заметно уменьшили точность наблюдений. 


Р?} Унавзанныя здесь максимальная величине ожелия — 5 лунного 
давметра — соответотнует оптибочному расчету 50” лля замедления 
при наблюдении покрытий авезл Луной (ем. примечание [*]}. Однако. 
эта ошибка в расчете значения не имеет, так как верный результат 
только усилил бы заключение Лобачевского. 


[8] Денварт считал, что свет распространяется в пространстве путем 
нередачи давления в эфирной среде; при этом давление может с006- 
шаться отдельными импульсами. В этих ваглядах только с большой 
натяжкой можно видеть намек на волновой принцип. С точви аревия 
Декарть пельзя объяснихь одновременную передачу света в двух 


\) Сочинение, цитироранное на отр, 446 наст, тома, отр. 585. 
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противоположных направлениях — два человева не могут видеть друг 
друга '). 

Теория овета Гюйгенса?) много совершеннее, чем у эго предше- 
ственников. Именем Гюйгенса вазван принцип, согласно которому 
«вокруг каждой частицы» (ло которой распространяется световая 
волна} «должна образоваться волна, центром которой она являетоя»; 
однако удеры в центрах волн совершаются без определенной после- 
доветельности и волны следуют не на равных расстояниях, Повиди- 
мому, Гюйгенс считал освотовые волны продольными колебаниями, 

В ряде сочинений Эйлер отвергает теорию истечения Ньютона 
п высказывается в пользу волновой теории, Он свявывает различные 
цвета с продолжительностью световых кодебаний, но ни Гюйгенс, ни 
он еще не сумали использовать важнейший аргумент в пользу вол- 
новой теории — явления интерференции, открытые в ХУП веке 3). 

Принция интерференции световых воли был установлен Юнгом 
в 1801 г., несколько позже он уточнил его и дал самое название 
«иктерференчия». «Когдь два колебательных движения” различного 
прохождения совпадают либо точно, либо весьмь близко по найгра- 
влению, то их совместное действие являетея комбинацией движений, 
приналлежащих каждому в отдельности» *). 

Френель упоминает не раз иывна оонователей волновой теории 
света. В начале его популярной статьи о свете 5) мы можем прочвоть 
следующий отрывок, сходный с текстом Лобачевского. 


«Волновой принции, обязанный своим происхождением Де- 
варту и в выводах, из него вылекающих, с большим искусством 
развитый Гюйгенсом, был принят также Эйлером, & в самое по- 
следнее время доктором Томасом Юнгом, которому оптика обя- 
зава многими важными открытиями». 


1) Впервые Деарт выочалал свои эвтляды па природу съетё в написанном 
до конца 1632 г., но олубликоввином знаяительно повзее сочинении: Резсатфе в 
Те Молйо оц шайб де № Риидоте, 1664, 1667, Русский перевод: Ренз Дожарт— 
Трактат о евете, Избранных произведения, перев. В. В. Соволова, 1950, отр. 
240—245. 

9 Науколв— Тевнб е 1а шлите, 1600, Русский мерсвод: Хр.Гюйтено— 
Трвитат о свето, перев. Фредерико, 1935, стр. 31. 

3) Сы. прекрасный очере: Акад, С.И. Вавилов Физическая оптика Леонарда, 
Эниера (Леонари ЭВиер, 1707—1783, сборник статей и материалов к 150-летию 
со дня смерти. Акддемия паун СОСР, 1035, стр, 29—88), 

$ УсивЕ— Од в Шаоту оЁ НЕБЬ ал соотв, РЕ юзорьев! гапзвенопа оЁ не 
Ноув ВБосвбу Е Тювов, 1802, стр. 34. 

ЗА. Ргоздо1 Те № шие. арремойе В 1 БадасНов Бапоыве до 1 
озлаыение бов @п Вувёлае 4е овёие, раг ТВ. 'ТВошаот,... ры 9. Ви, Рама, 
1822, стр. 1. Рубоний перевод: 0, Ж. Френель--0 своте, перв. Фредерико, 
1428, стр. 1. 
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{] В опыте Френеля!) сыгравшем важную роль в обосновании 
волновой теории, свет от источника, пропущенный череда кравный 
<ветофильтр (чтобы получить свет определенной длины волны), отра- 
жалоя от двух зеркал, составлявших между собой угол, очень близкий 
® 1830°. В зеркалах получаются два изображения источника света, 
расположенные близко друг к другу. В каждой точке пространетва, 
зуда попадает свет источника от обоих зеркал, могут наблюдалься 
явления интерференлии, так как лучи, идущие от обоих изображений 
источника, когерентны, т, е. имеют постояннут разность фаз в течение 
‘времени, досталочного для паблюдения, В точке, где разность длин 
путей, пройденных евотом от обоих изображений источника, воста- 
зляет четное число полуволн света, будет максимум освещенности; 
минимум освещенности будет соответствовать разности путей в нечет- 
ное число полувомн. В случае точечного источника евета, какая-нибудь 
поверхность равной освещенности (например, соответствующая 98 
максимуму), предолеви? в пространстве часть двуполоотното гипер- 
болоидь вращения, Фокуезми его будут оба изображения источника, 
света: разносль расстояний от них до любой точки гвперболоиль будет 
поотояниа и равны данному четному числу полуволн света, эта же 
разность расстояний будет действительной нолуосью гиперболоииа. 
Если пересечь гиперболоид любой плоскостью, проходящей черее оба, 
изображения иоточника света, олецом на плоскости будет хипербола 
< теми же фокусами. 

Опыт, аналогичный но выводам, был произведен Френелем е не- 
проарачным телом, помещенным в пучке света; роль фокусов гипер- 
болы (рассматривая построение н& плооности) играль края тела. 

Хотя и в етом мемувре Френель неоднократно подчеркивает вна- 
чение своих исследований для опровершения теории истечения, но 
®ще оное он выражается в популярной отатье о свеге?). 


«Но только что приведенного опыта достаточно, чтобы по- 
ставиль вне сомнения ааметную нривизну траекторий, по которым 
распространяются внонние полос. 

Этот замечательный результат предотавляетая весьма трудно 
вовместимым с принципом вопускания; в самом деле, самов всте- 
ственнов объяснение знешних полос с точки зрения этого 
принцина состояло бы в предположении, что световой поток, 
коснувшись экрана, испытывает в его близости попеременно 
расширения и сжатия, которые и порождают темные и светлые 


1) Гтезпе! --Машоо виг 13а @ШтосНой Че 18 Дани ёго. Арлаюв 4е свлийе её 
36 руно, В 21, 1819, стр. 337—388, 351. В полном виле в Мёвойев @е ГАсв@б- 
чаю 403 Зевосов де Рьзёна 4е Етансе, & 5. 1826, стр. 416—418, 432. 

2) Соч, цит. в сносно") на предыдущей странице. 
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полосы. Но тогда эти различные пучки -— сжатые или расширен- 
ные — должны были бы, перейдя ав экран, идти цо прямой 
зиниы, ибо, если в теории Ньютона допускается, что тела могут 
производить на свемвые молевулы сильные притяжения и от: 
талвивания, то ве же никогда не предполагается, что действия 
этих вил могут распространяться на расстояния столь знечи- 
тельные, как размеры тех траекторий, которые обладают заметной 
кривизной ва протяжении нескольких метров...»1). 


[‘} Хотя указания на явления диффракции овета можно найти 
у Леонарло да Винчи, но более определенные наблюдения были оде- 
ланы Хримальди в середине ХУ века?). В одном из его опытов 
свет Солнца проходил через малое отверстие в темную комналу, где 
н& пути пучка солнечных лучей ставилось узкое непроврачное тело, 
з диффракционные явления наблюделись ив энране свадя. Лиффрак- 
чнонкые полосы, раеполагавтиеся вне хгеометричесной теня, белые 
посредина, имели с внутренней отороны синюю найму, а с внешней — 
зрасную. Тах как из всех лучей видимого ошентре ирасные обладают 
наибольшей длиной волны, для них разность длин путей света, от 
зраев ‘вепроарачыого тель до дяффраклионной полосы на вкране, 
пронорциональная длине волны, будет наибольшей, & поэхому они 
всего сильнее уклонятся наружу от геометрического вая тени. 


[1] Речь идет о верхнем олое солнечной атмосферы — так назы- 
ваемой хромосфере, ноторая кажется розово-красной из-ва, обилия в ней 
водорода (в вилнмом спектре водорода преоблалают аркзя красная 
линия). Хромосферу можно без труда наблюдать во время полных 
солчечных затмений пн ве видели многие наблюдатели затмения 1842 г. 


[22] Протуберанцы (выступы газов хромосферы), описанные 
М. В. Ляпувовым, наблюдались многими астрономами; ом, ириме- 
чаные [3]. 


[53] Опыг Юнга 8) был похож на опыт Гримальди (ом. примечв- 
ние [50}), но Юяг, кроме того, закрывал часть потоке, овеха, проходив- 
шего мимо одного из краев непрозрачного тела, причем тогда немед- 
ненно исчезали полосы интерференции внутри тени. 

Этот важный дия волновой теории опыт н другой, ему аналогич- 
ный по результелам, упоминает Френель в своем сочинение «О свете» 4). 


1) Там зе, отр, 26; русокий перевод — стр. 85 (здовь немного ноправлево). 
2) Эти исоподования Грамьжьди были опубливовнны после его омерти: 


бер а1 41 — РИувюоллмйене ао Таньде, сорогИзая е6 Зе, 1665. 

3) зоцир- ВкреНновлз вай омошабопв каое №0 рБуме ормов. РЕНово- 
30а] Чгапазоводе о Фе Ноуз Восфйу ой Тюлов, 1804, отр. 1. 

4) Сы. сноску #) на стр. #75. 
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Равоуждения Френеля, кратко приведенные Лобачевским, основы- 
ваютоя на звилоизмененном принципе Гюйгенса (см. примечание {°?]).. 
Далее Лобачевский оотроумно и просто опровергает объяснение короны 
диффракцией солнечного света Уже тогда ухоренивохяйея термин 
«интерферелция» (взятый с виглийского выражения Юнга) он пере- 
воднт руссвим словом «порекростывание». 


[9] Возражения Пузесона !), направленные против золновой теорий 
света, основаны на решении уравивний распространения упругие 
волн от точечного источника в лнух различных сродах, каждая из кото- 
рых одпородна, Обе среды разделены плоскостью; колебания в етих 
средах продольные, Следотвия, выведенные Пуаесоком для интеяеив- 
ности отраженного совета, не сходятся с опытом; еще более важное 
возражение заключается в необъяснимости рассеяния света при ире- 
ломлении: тах как скорость волн не зависит от их длины, нокадатели: 
преломления для разных цвегов должны быть одинаковы. Пузосон не 
отрицает принции Френеля (дополненный приицвч Гюйгенов сложения, 
элементарных колебаний, приходящих в данную точку от всех частей 
световой волны, см. в примечании |[5?]), но оспаривает его преимуще- 
ство. Пуавеон зеитщет, что из этого зтринцицпа вытекяег нвобхолимость 
супествозания, нарялу © волной, распространяющейся вперед, таже 
и волны, илущей обратно (чего, конечио, не наблюдзетон). Исходя из 
развитой им теории, он считает, что Френель незаконно оперирует 
с Интерференцией всевозможных элементарных волн, ибо нолебании 
на некотором расстоянии от источник» света будут распространяться 
только ортогонально = поверхности основной волны, а не по нсем на- 
правлениям, как попагал Френель. На некоторых других возражениях 


мы не останавливаемся, но приведем следующую харанхерную фразу: 


«В своих исследованиях физики често руководствуются индук- 
циями, которые мы не можем принять зв достаточные донвав- 
тельства, но которые, тем не менее, очень ценны, потому что они 
звменект теории, пока те не позностью построены; к тому же 
наука им [индукциям] обязаны большим числом иренрасных 
открытий». 

Вот заключение письма Нуассона: 


«Я закончу эти заметки, повторяя, что они ме направлены ни 
в коей мере к тому, чтобы посеять сомнения в результатах Ваших. 
опытов, к которым никто не относится справедливее меня; они 


1) Ека а’ 1емге 4е М, Ройввом & М. Еиввлег, Аплайюв 4е сш © де рьу- 
вре, &, 22, 1823, стр. 270-2280, См. также статью Пуассона, непооредетвенно прод- 
пествующую его письму и овчезиную с ним: Ро1ввоп-_ Китай Фив Мёшоко 
зае 1ь ргорабаов фи паиуетлось Фалв 108 о ов быайолев. Там жо, отр. 242—269. 
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такие не направлены против теории волнений, верность или онти- 
бочноеть которой, по-моему, могут быть доказаны тольво строгим 
анелизом, сравяением его во вовх следотвиях © наблюдения- 
ми; но они [ваметки] имеют целью доказать, что евли этв теория 
есть истина, можно п настоящий момент уверять, что это нв- 
верыяна не вследствие тех доводов, которые давались ло сих 
яор в ее поддержку и зтобы объяснить явления, прецотезляемие 
светом». 


Отнет Френеля появился в следующем томе журвала !); он наира- 
злен; главным образом, в защиту принципа Гюбфгенав и его плодо- 
тьорноети; кроме того, в ответе подчеркиваются поперечные колебания 
световых волн. 

Чтобы, объяанить явления поляриавдии, допуская продольные коле- 
бания эфира, нужно иметь две различные жидкости, наполняющие 
одну и ту же часть проотранотва. Не воспроизводя воей обстоятельной 
аргументации Френеля, привелем немногие выдержки. Френель пишет, 
`занример: 

«С помошью одного приниииа оложения малых движений, 
ив которого следует принцип интерференции, я нашел общие 
законы диффракции, которые ве смогли бы быть открыты одними 
наблюдениями». 


В другом месте: . 


«Гипотеза поперечных колебаний в световых волнах не только 
пеобходима, чтобы объяснить особенное явление пе-интерферен- 
пин лучей, поляризованных под прямым углом, но еще и дла 
того, чтобы понять езамую поляризацию, потому что, ввла дону- 
отить, вместе с Вами, колебания только первендикулярные к вол- 
нам, то-воть наиравленные по лучам, воё становится подобным 
вокруг этих лучей, и они должны иметь одинаковые свойства 
со вевх сторон. Я удивлен, что размышиение, столь простое, на 
отняло у Вас надежду прелолавить явления оптики с теми опре- 
делениями световых воли, которые Вы приняли». 


Ках общий итог, Френель не без яда замечает, что когда Пуаосон 
достаточно разовьет снои теории, он своими строгими методами придет 
ко ваем выводам, полученным Френелем из его основного принцина. 

Теория света Фреявля, являясь громадным шагом виерел, вео-твки 
в существенных пунктах требовала лополнений и уточнений, ноторые 
и были постепенно сделаны на протяжении всего ХТХ века. Ее проч- 
ной опорой были маогочисленные и остроумные опыты, резко противо- 


1) Т. 28, стр. 32—50 и 113—129, 
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`речившие эмиссионной теории Ньютона. В 1816 голу, за семь лет до 
описанной нолемики, академики Пуассон и Араго рассматривали пер- 
вую работу Френеля о диффракции. Проверяя его выводы, Нувссон 
наптол, что в центре тени от круглого тела должно быть, на основе 
волиовой теорти, светлое пятнымжо, нак если бы лучи света падали 
сюда беспрепятоетвенно, В этом Пуассон усмотрел опровержение вол- 
новой теории, но Араго сделал опих, который полностью подтвердил 
теорию и произвел громадное внетатление. Несколько странно, что. 
аквлемикам тогла не пришли на память опыты Детлиля, Маральди и 
Фложерга (вр. примечание [4] ), в которых уже не рав был получен 
этот результат. . 

Поперечные колебания в эфире плохо укладывались в умы тогдале- 
них физиков. Но здесь позиция Фреволя несомненно бела исторически. 
оправдана: об эфире известно было только, что он носитель света, и тре- 
бовать, чтобы ом во ваех отношениях подходил под категорию обычных. 
жидкостей —было метафизикой. Позже Стокс показал, что и в жидком. 
эфире возможиы поперечные колебания, 


(55) К 1842 г. вагляды Френеля временно восторжествовали, и 
в учении о природе свега это было п то время магом вперед. Шо 
затруднения в теории света етим не исчерпывались, и Лобазевокий 
предусметрол, что эта пободв-— не окончательная, что волновая теория. 
не завершена, & природа света далеко но уяснена, Велед зв тем он 
высказывает глубокую мысль об универсальности сил притяжения и 
отталкивания. Накомним, что пишет Энгельс по поводу притяжения 
и отталкивания 1): 


«Обыкновенио принимаегся, что тяжесть есть наиболее всеобщее 
определение материальности, т. е. что притяжение, & не отталкива- 
ние еоть необходимое свойство материи, Но притяжение и оттел-. 
хивание столь же неотделимы друг от друга, как положительное. 
и отрицательное, и поэтому уже на основании самой дналектики 
можно предеказаль, что истинная теория материи должна отвести 
отталвнванию такое же важное место, как и притяжению, и зто 
леорля материи, основывающеяоя только на притаяжении, ложна, 
недостаточна, половинчата». 

«Там, где имеется притяжение, оно должно дополняться оттал=- 
ниванием», 


{56} Теория света Коши, поотешенно дополнявшаяея, ав некоторых. 
пунктах и изменявшаяся 66 автором, содержится в целом ряде мему- 
эров и ввметок, и было бы затруднительво дать ее крагиий очерк. 


1) $. Энгольс-— Дивлевтеив природы, Госполятиелят, 1948, отр. 195, 196, 
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Она явилась существенным шагом вперед в развитии теорни Френеля; 
учитывая влияние молевул вощестна на чаотизки свотоновного эфира, 
Коши показал, что волновая теория может объяснить дисперсию 
овета-— явление, которое оставалось непонятным после работ Френеля. 
В 1880 г. Коши мисвл 1): 


«Гипотеза, которую принял Френель, стала реальностью, 
несмотря на аргументы и вычисления его анаменитого против» 
ника» (т. е. Пузовона, ср. примечание [54). 

В начеле этого момузра Коши сообщает: 

«Я нервый дал обисие уравнения равновесия и движения 
молекул, подверженных силам взаимного притяжения и вазим- 
ного отталкивания, допусван, что эти силы явлыютоя функциями 
расстояний между молекулами», 


Там же встречается упоминание о трех системах плоских волн, 
сопровождажищих распространение ввета, 

В 1889 г. Коши есылвется на этот мемуар 1880 года и, между’ 
прочим, пишет *); 

«Если теплота ость колебательное движение, как во5 заста-— 
вляет этому верить, и еоли она может распространяться в пуототе, 
то-есть в ефире, рассматриваемом отдельно, -— нужно, чтобы она, 
была одним иг колебательных ивижений, к которым эфир впо- 
особен. Но, так как колебания, распроотраняющиеся в эфире, 
доходят до больших расстояний от центра возбуждения, таю что. 
поверхности волн, взятые в ограниченном простирания, могут 
без чувствительной ошибки рассматриваться как плоскости, тя. 
колебания необходимо сволятоя к тевим, которые допускаются 
движениями плоских волн, то-воть к поперечным, или продоль- 
ным колебаниям. Итан, ввиду того, что поперечные колебания, 
происходящие без изменения плотности, предотевияют свет, для 
прелетавления тешлотыь оотаютоя только продольные колебания, 
ищи, что то же сзмое, колебания, сопровождазмые ивмонениями 
элотнооти». 

Впервые это мредположение было выоказано Коши в 1836 г. 
в письме в Амнеру °). 

Зобечевокий был прав в евоей критике: эта часть теории света 
Коши охазвлась мертворожленной. Пусть в некоторой ереде суще- 


ТА. Сашсьу— Мблоо вих Та ИВбоне @е а Нирйате, Раза, 1880. 

2) д. Съасву-— Мавоше ой Гор здопые солипепв по зеше © табюовыбсче. 
рес Коцише 18 1018 ао Ла ргорадайон 46 № Нтойуго ов 46 № спа1еог. отр гоп- 
дв де РАсв@бние аеа Войопоея, +. 9, Рав, 1889, бт. 285, 

=) Сошрея тердць, +, 2, 1886, етр, 207—200, 


З1 Вал. 2808. Н. И, Хобвченвовий, т. У, 
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ствуют только поперечиые волны светв; при каждом преломлении, 
или отражении на границе с другой средой, должны возникнуть и 
продольные волиь, которые потребуют себе часть энергии пришедших 
поперечных волн. Опыт втому противоречит: при прохождении светом 
границы двух сред эщергия световых колебаний не терцит заметной 
потеря. 


{2"] Это меето цитирует акад. С. И. Вавилов, отмечая попытку 
Н. И. Лобвзевокого соединить емисононную к волновую теории овота 1). 
Перед этим?) он говорит о гинотезь Ньютона, по которой световые 
застицы возбуждают колебания в эфире, находящемся в веществе и 
около него. Но в ХИХ веке, после триумфь волновой теории, идея 
Лобачевского являлась неожидаяной и смелой. Иа текста видно, что 
исходная мысль была подана Кнорром, но где-то Лобачевский неза- 
метно переходит к положению собственных воззрений (ем. еледующее 
примечание) — может быть, сразу же лосле перной фразы абзада, но, 
может быть, и далее, например, в0 слов: «Оставалось бы рептить, 


какою силой в эфире...» 


{8} Следующея зв етим фразь ясво показывает, что высказанный 
в тежоте ваглид на связь теории ввета и теории теплоты принздиежит 
самому Лобачевокому (а не Кнорру). «Погоннов» и «качательнов» дьи- 
жения -— ноотупательное движение и поперечные колебания. Вфир 
Лобачевского — это ве просто носитель колебаний, вак у физиков его 
века, это-—_поток чаотиц, которым свойственны волновые колебания. 
С пронипательностью, поистине поразительной, Лобачевовий в значи- 
тельной степени предусмотрел т0 направление, по которому пошло 
учение о свете через ряд десятилетий после него, 


[8] Но наблюдениям О. В. Струзе во время затмения в Липецке 
падение температуры было более значительным. 


[62} Приведем это достопримочательное описание Уллоа 


«Через пять или шесть секунд после погружения [в тень] 
мы начали наблюдаль вокруг Луны весьма яринй круг света, 
который, казалось, имел быстрое круговое движение, до не- 
которой степени подобно ракете, вращающейея вокруг еввоего 
центра». 


С.И. Вавичов — Исцак Ныютом, 2-е изд., 1945 г. стр. 76 

=) Там же, отр. 70—18. 

8) 011 од--- ОБаогувИопв о Не $0 аи алишаг есНрво о бе Зив, ваеп од. 
Во За оЁ Тише 1778... РЕПоворы ом (тапещеНона о Шо Коуа1 Зостобу оЁ Тююдоя, 
1779, стр. 105—119. 
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Подобнивя иллюзия повторялась у некоторых зрителей других затме- 
ний и, вероятно, объясняется утомлением и плохой адьптацией глав, 
до того напразленных нь яркий солнечный оери (это подтверждается 
тем, что корона была замечена не сразу побле начала полной фазы 
залмония). 


8] Отвергнув объясявние солнечной коровы при помощи диффрак- 
ции вветь у краев Луны, Побачевокий очитвот недостаточной рефрак- 
цию (преломление) солнечных лучей в земной атмосфере, 


(} Принцип Гюйгенса получил у Френеля новую формулировку '). 


«Колебания световой волны в каждой ев точке могут раеома- 
триваться как сумма элементарных движений, которые посылвют 
сюда в этот момент времени, дейотвуя отдельно, вое части этой 
волны, наятой в каком-нибудь ив ее предшествующих положений». 


Добавим, что формулировка принципа Френеля не вполие строга; 
более отрогая формулирорка была дана Киркгофом в 1882 г., но и та 
не свободна от теоретических недочетов. Тем не менее, для решения 
многих задач оптика на практике вполне доствлочен принцаи Гюй- 
тенса в том виде, в каком его применял Фреяель. 


1] Причина, но воторой Луна и иланеты нам кажутся светлыми, 
заключвется в том, что мы их наблюдаем на темном фоне ночного неба, 
между тем как они освещены Солнцем. обачевокий, в сущности, не 
пользуется своим рассуждением, что яркость (по терминологии Лобв- 
зереного «напряжение света», «сила в освещении») собрания снетя- 
щихся тел зависит от расстояния до наблюдателя, как бы чувствуя 
ненадожность вывода, 

По поводу его объяснения солнечной короны следует еше раз 
напомнить, что астрономы ме скоро после затмения 1848 г. решили 
окончательно, это онь причаднежит Солнцу. Тем не менее, внолие 
справедливо мнение Фобачевокого, что свет Солнца, рассеиввемый 
земной атмосферой, значительно повышает отражательную способность 
Земли, воли её расомалривать из мирового пространства, Альбедо Земли 
{отношение светового потока, отражаемого Земпей во всех направле- 
ниях, в потоку солнечного света, падающему на Землю) равно 0,29, 
тогда как дли Луны, лишенной атмосферы в волы, зльбедо равно 
только 0,07. 

Характерно упоминание Лобачевским жителей небесных тол, — может 
быть ото не более, чем оборот речи, но и то свидетеньотвует, что Лоба- 
чевский ке отрицал обитаемости Вселенной. 


1} Сы. навр: сочинение Фрошели, приводенное в сносе из стр. 475 изот 
тома, втр. 65 нодлинвика и 56 рубакого перевод, . 
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[84] О наблюдениях М. В. Ляпунова и его отчете см., кроме тенота. 
отчета Н. И. Лобачевского, примечания [8], [1, [49}, 1, 12], [4], [59], 
зводную отатью 1) и приложение 8 *). 


[85] Отношение значения горизонтальной составляющей земного маг- 
нетизма в Пензе к её значению в Казани может быть найдено по 
обычному правилу: оно обратво пропорционально квадратам периодов 
колебаний стрелки. Из наблюдений 1836 г. это отношение получается 
1,0918; из наблюдений 1842 +.-—1,0950. 


{88] Полобные похолодания и поздние снегопады случались и в после- 
дуюшие годы. Небывалый онегопьд имел место в 1916 г.; снег выпал 
в Казани 1 июня и лешал до 8—4 июня (нового стиля), толщина сне- 
тового покрова постигла 20 см, а в других местах — до 27 см 3). 


{6} В этих высказываниях видов глубокий интерес Лобачевского 
® природе и сельскому хозяйству своей родины. Непосредотвепным ‚ 
зоволом к его замечаниям могло послужить пребывание на террито- 
рии Пензенского учелища садоводства, где была расположена времен- 
вая обсервалория Казанокой экспедиции. 


18] Упоминание о гориотом ноложении Пензонекой губернии не сле- 
дует понимать буквально. В первой половине ХХ века холмы нередко 
вазывались горами. Следы этого вловоупотребления 0 хранились и до 
сих пор, и, например, возвышенности правого берега Волги иногда 
в разговоре называются горами, Эти возвышенности, как празально 
отмечает Побачевоний, отнюдь не связаны с горными хребтами, напри- 
мер с Уралом (нак думали выдающиеся геологи того времени), но- 
имеюх врознонный, раамывной характер. Действительно, Свияжок 
раоположен на «останце», вырезенном из прановолжоной вознышен- 
ности размывом виадающих в Волгу речек. 


1} Стр. 421 наст, тома. 
2) Стр. 494 наст. тома. 
3) См. п. Т. Смолянов— Кламат Татарии, Казань, 1947, стр. 31, 


Приложение 1 


ЗАМЕТКА В ПЕНЗЕНСКОЙ ГАЗЕТЕ 1849 г. 0 ЗАТМЕНИИ, 
ВЕРОЯТНО, ПРИВАЛЛЕЖАЛАЯ Н. И. ЛОБАЧЕВСКОМУ 


В «Нрибавлениях к Пенвенсвим губернокиы зедомостям» № 28 ох 
10 вюля 1842 г., вокоре после наблюдений назанових ученых над 
полным солнечным затменивы, появилась заметка (без подписи), отно- 
онтельно которой Х. Чальков в 3926 г. 1) высказал предположение, 
зто он может принадлежать перу Лобачевоного. Х, Чаликов приво- 
дит текот зыметки и яргументирует свое мнение, соылаясь на употреб- 
ление некоторых чисто технических терминов, на свыщй отиль заметки 
и на глубокое понимание происходящего явления. Предположение 
Х. Чаликова кажется очень правлоподобным, ив его пользу можно 
привести дополнительные соображения. 

Ниже следует текст заметки *). 


<1842 года 26 июня, происходило в Ненае полное затмение 
солнца. К сожалению, для наблюдений столь редкого и любо- 
пытного явления погода быль не совсем‘ благоприятная. Зв густыми 
облаками не возможно было видеть ни начале, ни конца 
общего затмения. Солице появилось, когда уже часть его была 
поврыта луною, но в неясном и не резко ограличенном виде. 
Наблюдения ‘производились в присутствии Ректора Казанского 
Университета Г. Действительного Сталевого Советника Лоба- 
чевокого и Профессора. Физики Коллежекого Советника Кнорре, 
Астрономом наблюдателем Кандидатом Ляпуновым, с помощию 
большой Венской Ахроматической трубы и Брегетова хронометра, 
принадлежащих Астрономической Обсерватории Казаноного Уни- 
вероитета. Начало затмения по приблизительно вычисленному 


ух. Чьликов—Н. И. Лобачевский в Пение. «Трудовая правда» (Пенва), 
№Ы, 4 марта 1926 т., отр. 3. Ом. танжо С. А. Косъяню в — Поездка Н.И. Лобн- 
чевокого в Понеу для наблюдовия полного солнечного затмекия 1842 г., «При- 
оль», 1950, № 10, отр. 69-71. 

2} По точной. ев кошии, сделанной с подлинного редного мэдания Г. О. Жар- 
меня, зав, Пензенской обл. библиотекой им. М. Ю. Лерионтова, 
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состоянию хронометра 1) определено в 9ч. 9’22” среднего `Пензен“ 
свого времени, а конец полного залыения в 9ч, 12722” вр. П. вр. 
Таким образом, полное затмение продолжалось 259” *). Сильное 
уменьшение слета сделалось заметным за месколько минут до 
начала полного затмения. Впрочем об атом предмете мичего ивльзя 
сказель удовлетворительным образом. Пвемурное время прину- 
дило отказаться от лоех физических наблюдений, какие предпо- 
ложено было сделать над степенью уменьшения волнечного света 
и солнечной теплоты. Утвердительно сказать можно только то, 
что темнота во время полного затмения была совершенно полу- 
ночная, и, вероятно, при ясном небе открылись бы многие авоады 
и для простого глаая. Всего более поразителен был удивительно 
быстрый переход от атой темноты к свету, вогда появилея пер- 
вый луч солнца. С втим появленнем все исчезло: дымчатый 
отлив, каним одеты были вое окружающие предметы, особенный 
зид облеков, мрак, покрываюлиий восточную часть горигонта, 
и заря, освещающея противоположную часть неба, одним словом, 
всё, что явление полного затмения делало столько $) величествен- 
ным и удивительным лля всякого внимательного наблюлателя 
чудес природы». 


Описание ерелища полного заимения при обланах на небе, изобра- 
зенио полной фавы замечательны но краткости, точности и картая- 
‘зости 4). Нельзя допустить, чтобы пов это мог написать Кнорр, в ту 
пору явно не владевщий столь свободно хуложественпыми средствами 
русского языка. В той же книжке Ученых закисов Казанского уни- 
вероитета, где впоследствии поязилея отчет Лобачевского, есть статья 


1) Ляпунов, вороятно, еще но ваковчил обработну своих наблюдений; позтому 
зоправха хронометр было вычислена только приблизительно, 

2) Расхожление в { сенунлу с предыдущими моментами начала и коноа 
полной фазы, повидимому, вызвано округлением дееятых долей секунд, 

=) Особоняость стиля Лобачевского, ор. стр 489 изот. тома (чолольно ревким»), 
отр. 454 (четолько теплым»; исправлено в «Журнале министеротва» на «отоль 
‘тепрувгиз). 

4) Во время полной фазы солнечного затмения небо опояеано со всех сторон 
кольцом аври, тык как воздух освещен га кределами новусв лунной тёни, кото- 
рая дрижетея во земпой поверхности в эвпада на восток со скоростью порядка 
1 ки в сонуклу. Пока днится полное затмопие, ширина кольца зари в разные 
направлениях горизонта меняется; только в сородине полной фавы и в тому же 
з® центральной линии затмения горизонт оснешен зарей равномерно со неа 
сторон. Чем шире конус лучной тани у земной поверхноети и, следовательно, 
цльлельнее полное затмение, тем уже полоса зари у горизонта и тем ощутя- 
зельное темнота. Перед самым концом полной фавы заря поднимается ва авпаде 
© во® наркетанищей быстротой, а тень спускается ив востоке. Когда край зари 
домчитоя по небу до Солнца и промольнет перед ним, мтновенно блеснет сол- 
нечный луч, к полное эвтыение мониаотся. 
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Кнорра «О темных лучах света». Чувствуется, что тенст этой статьи 
был но то нешесен по-немецки и почти лословво переведен на рус- 
ский язык, не то ее автор ‘сразу пользовался русскими словами, строя 
при этом фразы по немецкому образцу. Ляпунов, с другой стороны, 
был 'вое время [ванят наблюдениями в телееком. Он просто но мог 
одвовременно отмечать по хровометру точный момент конца полной 
фазы н расоматриваль окружающей ландшафт, 

Если к этому добавить, что Лобачевскому, как ректору и главе 
оксподиции, было веего естествениее сообщить о наблюдениях залме- 
ния, го мы придем к выводу, что он и был автором заметки в «Нен- 
зенских губернских ведомостях». Конечно. характерпое сокращение «Г.» 
только перед фамилией Лобачевского и, вероятно, чины учестников 
экспедиции праписала редакция газеты, 


Ериложоние 2 


ЦЕРВЫЕ АСТРОНОМИЧЕСКИЕ НАБЛЮДЕНИЯ 
1. И. ЛОБАЧЕВСКОГО 


Казанские известия № 21 (ореда 6 оентября 1811 г., отр, 1—2) 
содержат сообщение о наблюдениях кометы 1811 г, произведенных 
Н. И. Фобачевским и И.М. Симоновым. Сообщение это сделал И, А. Лит- 
тров (1781—1840), первый профессор астрономии в Казанском унинер- 
ситете, приехввиий в Казань в 1810 г., но узо в 1816 г, покинувший ев. 
История возникновения школы астрономов в Казани и усилия, кото- 
рые положил Литтров, чтобы основать хоть самую скромную обоерва- 
торию, подробно опиваны Н.Н. Загоовиным 1). Олним ив мерных уче- 
ников Литтрова явился 18-летний Н. И. Лобачевский, зарекоменло- 
вавший себя еше на студенческой скамье как талантливый астроном, 
в особенности блестяще овладевший теорией. 

На следующий год после прибытия Литтрова в Казань появилась 
комета, ноторая вноследотвии получила обозначение 1811 Т (т. в. пер- 
вая комета, прошедшая через перигелий своей орбиты в 1811 г.). Это 
была одна из самых блестящих комет ав последние столетия, обла- 
давшая очень ярким, хотя и не слишком длинным, хвостом. Открытая 
25 марта 1811 г. Фложергом в Вивье, ова провыла через перигелий 
12 сонлября (нового стиля}, как раз тогда, когда онь наблюдалась 
зв Казани. В это время она обращала на себя всеобщее внимание. 

Еще ые совсом угасшие детрологические суеверия связали появле- 
ние кометы с бурными политическими событиями той эпохи, и комета 
1811 Т прочно зола в историю. Считали, в частности, что ев действие 
проявилось в необычайно вывоком качестве вина урожая 181 г. 
Именно ее имеет в виду стих Пушкина: 


«Вина кометы брызнул ток» *) 


и описанием этой кометы заканчиваются второй том «Войны и мира» 
Л. Н. Топетого. 


1 Н. П. Вагоснин— Ислорин импералороного Казанского увиверситеть 25 
нервые сто лет ого существования 1804—1904, т. ПЕ, Касань, 1904, тдава 5. 
2) «Езгений Онегин», гл. 1, ХА. 
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Но для неблюдения над этим необычавным оветилом квавнокие 
встрономы располагали ничтожными осредотвами: у них был только 
оекотант, с которым они измеряли расстояния кометы до звезд и днем 
наблюдали Солнце для определения поправки обычных отенных часов, 
воторыми они были вынуждены пользоваться при наблюдениях. 
Загоскин нишет: 


«Наблюдения эти, произведенные Таттровым 1) при содействия 
ого учеников И. М. Симонова и Н.И. Лобачевского, были обстая- 
лены самым примитивным образом и могли представить аначение 
разве только иондочительно пропедевтическое; производнвшиеся 
с 80 августа через окно комнаты советской канцелярии, при 
неблагоприятных атмосферных уеловиях, плохими инструментами, 
даже без помощи астрономических чвсов, которые заменялись обык- 
новенными стенными часами, находивтимися в зале советских ваое- 
даний *) — эти наблюдения не предетавляли никакого научного ана 
чения [„лИНизв ргев!“ )], как отозвался об них и сам Латтров 
в пиеьме х попечатолю» *). 


Это и справедливо и ве справедливо. Конечно, в настоящее время 
значение этих наблюдевий только историческое. Но не следует забы- 
вать, что в ту эпоху наблюдения комет, вообще, чаето страдали боль- 
ними погрешностями, и в этой точки врения наблюдения Лобачевского 
и Симонова, хотя их и немного, вероятно, ие хуже наблюдений мно- 
гих других астрономов. Но крайней мере, оточеты секотанхе, для рас- 
отояний кометы от звезд оходятся между собой неплохо, По этим 
‘расстояниям вполне могхи быть вычиолены гоординаты кометы на 
небе (как это и было сделано Литтровым). Что же касается часов, 
то их роль при наблюдениях номет не так велика — только для отметки 
момента наблюдений; нри умеренной скорости движения кометы 
ошибна в поправке часов на несколько секунд не могла играть ровно 
никакой роли. 

С наблюдениями кометы 1811 Т впервые появилось имя Н. И, Лоба- 
чевского в печати. Прямо установить, вакив наблюдения принадлежат 
эму, в какие — Симонову, нельзя: это ме указано в текете. Но легко 
видеть по моментам часов, что наблюдения идут понафрно, с некото- 
рыми нерерывами. Очевидно, что наблюдения, слеланные первым 
наблюдателем, повторялись вторым и, надо полагать, как правило, 


1} Наблюдения проявзодились Лобачевсним и Симоновым — и хонько в при- 
вутотваи Ляттрова, 

3) То-воть засодамий Совета. 

3) Никаной цены. 

4) загоскик, т, ИЕ, стр. 79, Попечитолем Казанского увиверситеть бы 
эжирший в Потербурго престарельйй астроном академии С. Я. Румовекий. 
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первым наблюдателем был старший — магистр Н. И. Лобачевский, 
вторым — студент И. М. Симонов. 

Текст заметки написал, несомненно, Литтров; с его немецкого 
подлинника был сделан (слилком буквальный!) перевод, 

В практике астрономов давно принято, что сообщения в печать 
© наблюдениях, сделанных иа той или иной обсерватории, дает ев 
директор (точно так и поступил Литгров), однако семи наблюдения 
рассматриваются как научный труд астронома, непосредственно их 
выполнивтего, следовательно, в данном случае мы имеем первую 
научную работу Н. И. Лобачевского и И. М. Симонова. 

Приводим полностью текст заметки !). 


Казань 


Комета, ныне видимая, находится между звездами (о.нега и пси греч. 
оукз.) Большой медведицы. Она удаляется уже от солнца. Нри ее 
приближении в оному, первый ее наблюдал Г. Фложерк?) в Вивие (*) 
25 марта (новово шти.) сего года; но тогда она была гораздо менее. 
Можно надеяться, что она будет видима и в Ноябре; свет ве и величина 
станут в продолжении месяца умножаться; она теперь в Казани уже 
не заходит, & бывает и днем над горизонтом. 

Наблюдения, деланные над свю комегою Гг, Мегистром Лобачев- 
ским [м и студ, Симоновым под руководством и в присутетвии 
Г. проф. Литрова адесь сообщаются: 


30 Авг, ни, высоты 
ТГОент, ЧАСЫ наблюл. ные края 
поете тез 
102410 11400 
10250 71500 
102629 72 00 
и 59 16 250 


откуда ускорение часов против среднего Казанского времени в 1042” 
найдено 5'12”,3. 


1) Заметка воспронаведена {без данных наблюдения) в ините «Материалы для 
биографии Н. И. Лобачевского». Собраи и редактиролал Л. Б. Модзалевский. 
Изд. АН СССР, М.—П., 1948, Документ № 29, стр. 49. 

2) Фложерг. 

{*) Город во Франции под 4428/57" северной широты и 227207557 долготы от 
врижекого?) меридиаца [Приж. подлинника]. 

3) Не от Париженого меридивна, а от меридиана Ферро, лежащего на 209070” 
к западу от Парижа, 


КАЗАНСКИЯ ИЗВЪСТТЯ. 


Комеша, Яна фиднияк. 
ся между зобзадми Сома лс 
дула, УБбзошобиадеь 
ся уже ‘ош 2 
боплчтия къ ‘овому; пер! 
даль Г, Фаожериижь Вны 
пан { ногаго ыни 
д ова была гораздо 4 
задаться, зв сиё "булепия Ви] 

и зы Мозбыы, СББиь ва зы | ПА_Анг. часы набизод, джофи, води 
— ^ ы р Феклк верим. оолк. рая 
а Е. 
Змей еле 
Парьжекию М. 


0% = дивы ведь горизонтом. 


м : 
*обиконе $8. Аажвьх вадь сю 
| Аометою Гл. Министром Лобачев» 
снюмь 3 мь ГЕНА, Симошовмь подь 
рукояодошьюмь щ въ присутеници Г. 
Проф. Люпрова злъеь сообщакяисяе 


0 ви, 46 =ече 71% 80% 0" 


Первая страница сообщения о наблюдении кометы 1811 г.— 
пернов упоминание в печати имени Н. И. Лобачевекого 
(«Каазнские известия», № 23 за 18 г.). 
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Часы набл, 


8118728" 
332 
8326 
836 33 
10 8% 
1014 8 


Часы пабл. 


8%25/1 6" 
8409 


10% 8716' 
10 15 46 
101649 
101759 


Расст. от (Гр. вита) 
Больш. медведицы 
1527/40” 
1580 
15810 
35750 
15440 
1550 


Раюст. от (Гр. ольйа) 
Больш. медведицы 
20726 и 
20260 
2026 0 
20 21 50 
20 21 30 


Двойн, высоты 
верх. солн. храя 
введуо" 

69 500 
10 00 
10100 


откуда следует, что ускорение часов против среднего времени для 


Казени в 10118’ будет 4'43”,5. 


Часы набл. 


757’ 87 
8 245 
956 8 
10 048 


Часы набл, 


тот 
811 23 
939 
949 10 
914 51) 


Расет. от (Гр. вла) 
Большой медведицы 
чето" 

1447 20 
14 44 30 
150 


Раест. от (Гр, альфа) 
Больш, медвед; 
20° изо 
20 140 
195310 
195820 
19 58 80 


Непостоянная погода не позволила, снять ни одних соответственных 


высот солнца, 


1) Вероятно, должно быть: 101475". 


(Сообщено от 2. ярофессора Литрова)- 


Приложение 8 


ИСТОРИКо-БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ОВУДЕНЯЯ 
© СОЧИНЕНИЙ «ПОЛНОЕ ЗАТМЕНИЕ СОЛНЦА В ПЕНЗЕ 
26 ИЮНЯ 1842 ГОДА» 


Отчет Н. И. Лобачевского о полном затмении Солнць в Пенае 
26 июня/8 июля 1842 г. появился в печати двежды--в «Ученых 
записках, надаваемых императорским Казанским университетом», 1842, 
книжка ПТ, Казань, 1848, стр. 51—83 (имеется также в видь отдель- 
ного оттиска с самостоятельной нумерацией страниц) и в «Журнале 
министерства народного просвещения», часть ХХХТХ, 1848, отд. П, 
отр. 85—96. 

Лобъчевский сам сообщает, что его «первый опыть отчета «оде- 
лался добычей пламени в несчастный день для Казани 24 августа». 
Новидимому, первый текст был написан незадолго до 24 августа 1842 г. 
Ё вторичному писанию отчета о затмений Лобачевский, вероятно, при- 
ступил не сразу, будучи занят ликвидацией последствий пожара в уни- 
вероитете. Может быть даже он стал писать его только после возвра- 
щения И. М. Симонова из загравичной командировки —14 ноября 
1842 г.1), в связи с рассказами последнего о наблюдениях зетмения 
зв границей. Сослазшись на сообщения Симонова’), Лобачевский 
пишет через несколько строк о ватмении «ныпетинего года». Итак, 
можно утверждать, что отчег был окончен Лобачевским во второй 
половине ноября или в декабре 1842 г., а скорее всего, и написан 
целиком в ато время. К концу года отчет был представлен, ибо сам 
Лобеченский пишет: 


«Ординарные профессоры Лобачевский ия Кнорр е астрономом- 
наблюдателем Ляпуновым ездили в город Пензу для наблюдения 
полного солнечного затмения 26 июня 1842 г. Хотя погода не благо- 
приятотвовала в день затмения, однако ж астрономические наблю- 
дения заслуживают доверия, а физические могут идти в сравие- 


1) Н. П. Загоскик— Биографический словарь профессоров к преподава- 
телой императорского Казанекого университета (1801—1904), часть 1, Казань, 
1944, сть, 480, 

2) См. стр. 439 наст, тома. 
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ние с подобными на других местах, где астрономы видели то же 
затмение. В Пензе оделаны тоже наблюдения над силой и напра- 
влением зомного магнетизма, Подробный отчет об этой поездке 
и свод всех наблюдений предотавлены Лобачевским и Ляпуно- 
вым» !). 


Обращаясь в интересному донументу, опубликованному Л. Б. Мод- 
валевским?) («Отношение Канцелярии министра народного просвеще- 
ния непременному секретарю Академии Наук Н. Н. Фусу с предета- 
влением отчета М. В. Ляпунова?) о наблюдении солнечного аатмения 
в Пензе, 10 мая 1848 г.»), мы читяем: ° 


«Командированные в Пензу для наблюдения над бывшим 
в протекшем году полным солнечным затмением, ординарные 
профессоры Казанского университета Лобачевский, Кнорр и аотро- 
ном-паблюдатель Ляпунов, возвралясь в Казань, занялись соста- 
влением отчетов; но пожар 24 августь лишил профессора Лоба- 
чевского и наблюдателя Ляпунова весьма многих книг, записок 
и бумаг. По приведении всего оставшегося в известность и поря- 
док, составлены ими двё отчета: один профессорами Лобачевеким 
и Кнорром, а лругой астрономом-наблюдателем Ляпуновым. 

Г. министр народного просвещения, получив ныне от г. попе- 
чителя Казанского утебного округа сни отчеты, приказал перелать 
первый, заключьющий в себе общее описание затмения, в редак- 
пию Журнала министерства для напечатания, & второй, состоя- 
щий из астрономических выклалок, в императорскую Академвю 
Паук. 

Веледствие сего, препровождан при сем к Вашему превосхо- 
дительству отчет г. Ляпунова, имею честь...» 


Академия Наук постановила 19 мая 1843 г. послать отчет М. В. Ляну- 
нова директору Главной обсерватории). Но в это время Ляпунов сём 
уже был в Пулкове с инструментами Казанской обоеррелории, ностра- 
дьешими от пожара (24 августв 1842 г. сгорело алание обсерватории). 
Весьма вероятно, с согласия Ляпунова Б. Я. Струве, получив отчет 
© затмений, не стал публиковать его. Причиной тому могла быть 

. ненадежность определенной Ляпуновым географической долготы места 


1) Отчет ямператорского Казанского упирорситетв за 1842 г, составленный: 
профессором Лобачевоким (черновик отчета целиком написзн рукой Лобачевского). 
В. Чвсть ученая, 2. Ученые экспедиции, Цевтральный гос. Архив Тотарокой АССР, 
фонд 975, № 8705в, п. 40. 

*) Модзалевский, докумен № 499, стр. 457—458. 

1) У Модзалевокого ошибочно: Н. И, Лобачевекого. 

) Модзалевский, стр. 458. 
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ваблюдения затмения в Поенае!). Лальнейших сведений об отчете 
М. В. Ляпунова о затмении мы не имеем, 

Любопытно отметить, что в приведенном выше документе говорится 
0 совместном отчете Лобачевского и Кнорра. Между тем, это или 
ошибка (ибо иначе имя Кнорра как соавтора, конечно, фигурировало 
бы и в печати в «Журнале министеретва народного просвещения») 
или неточность выранения, возникшая из-за того, что Лобачевский 
часто говорит в отчете о себе и Кнорре совместно, Сам Кнорр, пови- 
лимому, ничего о залмении 1842 голв не писал. 


То, в сущности, редкое и особенное оботонтельство, что мы рао- 
полагаем двумя печатными отчетами Лобачевского о затмении 1842 г., 
позволяет проверить весь текст и, в частности, оверить все числовые 
данные. Основной текст, каким оледует очитать опубликованный 
в «Ученых записках», содержит очень немного искажвющих омысл 
опечаток и, без сомнения, в нем не выесено никаких изменений 
в рукоцись Лобачевского, который, может быть, сам правил коррек- 
туры. 

Опубликованный в «Журнале министерства народного просвеше- 
ния» отчет Н. И. Лобачевского подвергся реданционным поправкам 
стилистического характера. Во многих местах были переставлены слова, 
заменены выражения, Характерный стиль Лобачевского был редакто- 
ром почти всюду «причесан»; в результате этого текст получился 
глаже, по в значительной степени потерял свойственную языку Лоба- 
зовского образность. Приведем следующие примеры разночтений 
в обоих изданиях: 

1) В «Ученых записках» Лобачевский пишет: «солнечное затмение 
в начале заставило народ толковать и беспокоиться». В «Журнале 
министерства» редактор исправляет: чватмение в начале произвело 
в яароде толки и беспокойство». 

2) Лобачевский пишет: «це можем даже сказать, ках далеко про- 
стирается воздух». Редактор для гладкости зотавляот два наразити- 
ческих слова: чне можем даже сказать относительно тозо, как далеко 
простирается возлух». 

3) Лобалевекий пишет; «на комете.., атмосфера прелставляет 
эллипсоид, вытяпутый прочь 0 солнца». Редактор вычервивает не 
необходимое, но очень образное елово «прочь». 

4) Лобачевский пишет: «чем ближе находимся к куче тел... По 
примеру свученных тел... Причиною грубых поремен в температуре. ..». 
Редактор заменяет «грубые», по его мнению, олова; в «Журнале 


1) Ср. примечание [} нь стр. 481—462 насг. тома, 
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министерства» напочатано: «чем ближе находимея к 2фупие тел,... по 
примеру саруппированных тел,,.. Причиною быстрых перемен в тем- 
пературе...». 


5) Текст Лобачевского: «Ненаа хорошо выбрана местом для садо- 
водотва» редактором заменен на следующий: «Местоположение Пензы 
весьма благоприятно для садоводства», 

Существенных изменений в изложение Лобачевского в «Журнале 
министерства», за очень редкими иеключениями, не внесено, по 
при печелании появились кое-где серьезные опечатки, в одном месте 
выпало нееколько слов, в другом — целая строка. 


Приведем некоторыв выдержки из документа, опубликованкого 
Модзвлевским ') («Ив статьи Н. И. Иванова „Ученые собрания про- 
фессоров Казанского университета“ о докладе Н. И. Лобачевеким 
результатов наблюдений солнечного затмения в Пензе»). Числовые 
результаты, которые пе дают ничего нового, здесь опущены. 


«Собрания происходят в авле Физического кабинета, Поныне 
их было досять. Члены с удовольствием видели, что и посторон- 
ние лица, даже некоторые путешественники, принимали участие 
в их беседах. Бросим беглый взгляд на результаты собраний. 

Реклор Университети, заслуженный профессор чистой мале- 
матики Лобачевский сообщил весьма любопытпые известия 
© поездке, предпринятой им в прошедшем году с профессором 
физики Кнорром и астрономом-наблюдателем Ляпуновым в Пензу 
и о произведенных им там астрономических и физических наблю- 
дениях, особенно над полным солнечным затмением, бывшим 
26-го июня 184% года. [...] 

Во время затмения небо покрылось облаками, однако ж 
астрономические наблюдения над началом и концом полного 
затмения могли быть сделаны с досталочною верностью, Темие- 
ратура воздуха в продолжение затмения понизилась на, 1°,2Р *}. 
Вокруг соляца виднелоя светлый венец, которого вид менялся 
в своем очертании, может отаться, от расположения в облаках. 
Одушевленный, превосходный свой рассказ г. Лобачевский по- 
полнил описаниями многих известных наблюдений над солнеч- 
ными залмениями, сделанными как прежде, так и в последнее 
время; присоолинил соботвенные исследовании, как надлежит 
объяснять явления, звмечаемые при полном солночном аатмении; 


1) Модваленский, стр. 458—460. Статья опубликована в «Северной 
Пчеле» 8 июня 1843 т, № 121, ив отр. 483—184. 
3) Неверно, должно быть 128, 


30 Зам, 2888. Н. И. Побачевский. т. У. 
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предоставил доводы, почему возвышения на лунном крае, нока- 
завшиеся во время полного затмения и окрашенные розовым 
‘цветом, не надобно позиталь солнечными горами, Почти всеми 
астрономами принятое мнение, что светлое кольцо вокруг солнца 
должно происходить от погибания лучей близ луны, кажется 
г. Лобачевскому не вполне основахельным, потому что подобное 
действие тел на свет еше не известно физикам и не может быть 
соглалмено ни © какоч творией. Г. Лобачевский находит более 
вероятным, что явление совершается собственно в нашей воз- 
дущной атмосфере. Таким образом, возможно нонять и все 090- 
бенные явления, разяствующие по месту наблюдения, в последнев 
и прежние затмения, как например, снопы лучей в светлом 
венце, различнов направление и кривизну, примеченную в лучах 
кольца вокруг луны. — В высокой степени занимательное и пре- 
восхолно изложенное повествование г. Мобачевекого доставило 
собранию самый приятный вечер», 


И. М. Симонов в 1844 г. упоминает об отчете Лобачевского в сле- 
дующих словах: . 

«В Пензе наблюдали полное солнечное затмение 1842 года 

два профессора имп. Казанского университета Лобачевский и 

Кнорр и астроном Казанской обоервалории Ляпунов. Из подроб- 

ного и любопытного описания этих прекрасных наблюдений, 

изданного г-м профессором Лобачевским, видно, что в Пензе 

полное солнечное затмение сопровождалось почти теми же явле- 


ниями, какие замечены были Киевскими наблюдателями *) в Чер- 
нигове.» 2}. 


Отчех Н. И. Лобачевского о затмении 1842 г, иногда отмечался 
в позднейшей литералуре, вилоть до последних лет 

В 1393 г.. на праздновации столетия со дня рождения Лобачев- 
ского. профессор А. В. Васильев произнес большую блестящую речь, 
вапечотанную в юбилейном издеции Казанского университета и вскоре 
поревеленную в разных остравах на иностранные языки. Останавли- 
ваясь а различных этапах научной деятельности оТобачевского, 
А. В. Васильев говорил о его поездке в Пенау для наблюдения сол- 
нечного затмения и цитвповал взгляды Лобачевского на солнечную 
корону и на теорию овыт» 3). 


г) Про. В. Ф. Фелоровым и есо спутниками, см. отр. 42+ илот. тома, 

И. м. Симон» в— Записки и воспоминния о путешествии по Аяглия, 
Францин, Бельгии и Германии, Казань, 184, етр. 150. 

8} 1793-1893. Празднование императорским Казаненим университетом столет- 
ней годовщины дня рижления Н, И. Побачевского, Казань, 1894, Речь проф. 
А. В. Васильена, отр 125—196. 
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В 1943 г. акад. С. И, Вавилов цитирует из отчета Лобачевеного 
то место (стр. 449 наст. тома), где Лобачевский пишет об объедине- 
нии эмиссионной и волновой теории света 1). Н. И. Идельсон в своем 
очерке «Лобачевский — астроном» посвящает отчету Лобачевекого 
о затмения У раздол, в котором 000бо отмечвет глубокие мысли Ло- 
бачевского о сущности фазических теорий и о трудностях, с которами 
сталкивается теория света *). 

Отчет Н. И. Лобачевского о полном затмении Солнпа в Пензе 
26 июня 1842 г. перепочаган Л. В. Модзалевским по тексту «Ученых 
записок» 3). Им введена новая орфография. В тексте опечаток мало 
(в том числе в заглавии), но имеются стилистические отклонения от, 
подлинника, хотя и не очень важные и обычно взятые из «Журналь 
миниогерства народного просвещения» (между прочим, Модзалевский 
везде писал Невтон, тогда как в «Журнале министерства» — Йъютон, 
а сам Лобачевский в своем отчете в «Ученых записках» писал, в ©0- 
гласни с английским произношением, — Нютон и лишь один раз там 
фигурирует Невтов, причем ото наверное описка или опечетив). Кроме 
этого, у Л. Б. Модзалевского есть только одна серьезная погрешность. 
Именно (см. стр. 453 наст. тома), Лобачевский говорит об отражения 
света на планетах в различных направлениях, и указывает что эта 
мысль не может быть допущена даже для металлический зеркал. 

«Журнале министерстваь слово «металлических» совершенно на- 
прасно заменено на «натемалилискии» и так же у Молгалевского “). 

Наконец, специально путешествию Н. И. Лобачевского в Менву 
для наблюдения полного волнечного затмения посвящены слатья 
Х. Чаликова, появившаяся в 1926 г., и статья С, А. Касьянюка, опу- 
бликованная в 1950 г.; ом. о них в приложении 15} 


1) С. И. Вавило» — Ислак Ныютон, 3-е иад., 1935, стр. 79. 
2) Сы. свосяу 2) на стр. 421 наст. томв, 

3) Модзалевский, стр. 463—478. 

4) Модзалевский, стр. 477. 

3) Стр. 485 изот. тома. 
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